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1. Über den Wechselstromwiderstand der Spulen; 
von A. Sommerfeld, 


Eine theoretische Untersuchung über das Wechselfeld 
einer Spule, die ich in diesen Annalen!) veröffentlicht habe, 
ist durch die, in Straßburg ausgeführten Messungen - von 
Th. Black?) und durch demnächst zu publizierende Beobach- 
tungsreihen von A. Esau in Danzig gut bestätigt?) worden. Da 
ich das Problem stark idealisiert hatte, konnte meine Unter- 
suchung zunächst nur orientierenden Wert beanspruchen: ich 
hatte nicht nur die Spule als unendlich lang vorausgesetzt, 
sondern auch von der Raumerfüllung der Isolationen und 
der besonderen Querschnittsform abgesehen, indem ich einen 
homogenen Hohlzylinder an Stelle der Spule substituierte und 
in diesem Kreisströme von der durch die Felägleichungen be- 
dingten Verteilung annahm. Meine Formeln können daher nur 
die Art der Abhängigkeit von den folgenden Größen: Spulen- 
durchmesser, Dicke des leitenden Materials und namentlich 
Wechselzahl bestimmen. In diesem Umfange werden sie aber 
durch die Beobachtungen von Black usw: auch quantitativ be- 
stätigt; nämlich®) a) „Der Widerstand der Spule ist bei dem- 


1) A. Sommerfeld, Ann. d. Phys. 15. p. 673. 1904. 

2) Th. Black, Dissertation Straßburg 1905 und Ann. d. Phys. 19. 
p- 157. 1906. 

3) Auf die experimentellen und theoretischen Einwände Battellis 
bin ich in Physik, Zeitschr. 8. Heft 21 p. 805 eingegangen. Meine dortigen 
Bemerkungen betreffen ebenso die in dem gleichen. Hefte erschienene 
neueste Mitteilung Battellis wie die früheren. 

4) Vgl. Th. Black, Ann. d. Phys; 1 c.'pı 166 in etwas freier 
Wiedergabe. Zu c) ist zu ‚bemerken, daß meine ursprünglichen Formeln 
auch die Unabhängigkeit vom, Drahtradius aussagen, während Black 
eine Abhängigkeit von dem Verhältnis Drahtradius : Ganghöhe findet. 
Die folgende genauere Theorie bestätigt dies vollkommen und zeigt, daß 
die Ganghöhe, was ja an sich sehr verständlich ist, nur im voaumens zum 
Drahtradius in die’ Widerstandsformel eingeht. 
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A. Sommerfld.. 
selben Drahtradius unter allen praktisch in Betracht kommenden 
Umständen unabhängig vom Spulendurchmesser.“ b) „Solange 
x = rYnno/2 (r bedeutet den Drahtradius, x die Schwingungs- 
zahl in 2a Sekunden, o die in gewöhnlicher Weise elektro- 
magnetisch gemessene Leitfähigkeit) kleiner ist als etwa 6, 
nimmt das Verhältnis Spulenwiderstand : Widerstand der 
gleichen Länge geraden Drahtes mit zunehmendem Draht- 
radius und zunehmender Schwingungszahl zu, aber um so 
weniger rasch, je größer x ist.“ c) Bei hinreichend großem 
x(=6) nähert sich das genannte Verhältnis einem konstanten, 
von der Wechselzahl unabhängigen Wert.“ 

Unter diesen Umständen lohnt es sich wohl, meinen früheren 
Ansatz weiter auszubilden und die Abhängigkeit von der 
Querschnittsform (Kreis) und der Ganghöhe darin aufzunehmen. 
In dieser Hinsicht liegt eine dankenswerte Vorarbeit von 
G. Picciati!) vor, die ich in drei Punkten zu ergänzen habe: 

1. Piceiati setzt dicht aneinanderliegende Windungen 
voraus; die Untersuchung läßt sich aber, zum Teil ohne größere 
Mühe, auf den Fall eines beliebigen Abstandes der Windungen 
ausdehnen. 

2. Picciati nimmt das magnetische Feld im Äußeren 
der Spule gleich Null. Dies ist selbst bei eng anliegenden 
Windungen im allgemeinen nicht strenge richtig; dagegen war 
es bei meinem ursprünglichen Ansatz (magnetische Kraftlinien 
überall parallel der Spulenachse) notwendig. 

3. aber berücksichtigt Picciati als Grenzbedingung an 
der Oberfläche des leitenden Materials nur die Stetigheit der 
tangentiellen Komponenten von & und kommt zu dem plysi- 
kalisch unmöglichen Resultat, daß unendlich viele Konstanten 
des Problems unbestimmt bleiben. Um die Aufgabe physi- 
kalisch festzulegen, muß man aber auch die Stetigheit der 
normalen Komponente von ® fordern. Ebenso wie man näm- 
lich durch die Bedingung div§ = 0 im Innern magnetische 
Mengen ausschließt, muß man es auch auf der Oberfläche tun 
und dementsprechend, da ja ein Sprung von ® wahre magne- 
tische Oberflächenbelegung bedeuten würde, die Stetigkeit 
von ®, fordern. 
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RR Wir berühren damit einen prinzipiellen Punkt in der 
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„quasistationären‘“ Behandlung elektromagnetischer Probleme, 


im Gegensatz zu ihrer Behandlung nach der vollständigen 
Maxwellschen Theorie. Bei der quasistationären Behandlung 
sieht man von den Verschiebungsströmen, d. h. hier von dem 
elektrischen Felde im Nichtleiter ab; die Stetigkeit der tangen- 
tiellen elektrischen Feldstärke an der Grenze z.B. zwischen 
Leiter und Nichtleiter, die bei der allgemeinen Behandlung 
zu fordern ist, hat daher zunächst keinen Platz. Diese 
Stetigkeit bedingt aber nach den allgemeinen Maxwellschen 
Gleichungen diejenige von ®, und bei periodischen Vorgängen 
auch diejenige von ®,. Letztere können und müssen wir als 
Ersatz der vollständigen Grenzbedingungen auch in quasi- 
stationären Fällen vorschreiben. 

Dagegen werden wir uns in den allgemeinen Formeln und 
namentlich darin an Picciati anlehnen, daß wir den Durch- 
messer der Spule als unendlich voraussetzen, indem meine 
frühere Untersuchung sowie die Erfahrung (vgl. oben unter a)) 
gezeigt haben, daß der Widerstand tatsächlich von der Größe 
dieses Durchmessers unabhängig ist. Ferner halten wir an 
der Annahme einer unendlich langen Spule und an der Ver- 
nachlässigung der Verschiebungsströme fest. Wir kommen so 
zu folgendem Problem: In einer Vertikalebene liegen äqui- 
distant unendlich viele horizontale, von gleichphasigem Wechsel- 
strom durchfiossene Drähte. In größerer Entfernung von der 
Ebene auf der einen Seite (rechts in Fig. 1, entsprechend dem 
Inneren der Spule) wird das magnetische Feld homogen und 
vertikal gerichtet — Feldstärke He‘** —, in hinreichender 
Entfernung auf der anderen Seite (links in Fig. 1, entsprechend 
dem Äußeren der Spule) verschwindet es. Wir haben das 
magnetische Feld im ganzen Raume, das Stromfeld sowie die 
Wärmeentwickelung im Inneren der Drähte zu bestimmen. = 


81. Allgemeine Gleichungen. 


Mit Bezug auf Fig. 1 sei J das „Innere“, JIT das „Äußere 
der Spule“, das Gebiet JJ werde von den sämtlichen Quer- 
schnitten der leitenden Drähte gebildet. xyz seien Rechts- 
koordinaten, so daß z nach vorne weist. Der + z-Richtung 
des Stromes in JZ entspricht die + y-Richtung der magne- 
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tischen Kraft im Unendlichen von L. Die in Fig. 1 ein- 
gezeichnete Kurvenschar stellt die magnetischen Kraftlinien 
bei Gleichstrom dar, entsprechend einer analogen Figur bei 
Maxwell (vgl. § 3 Anm. 2). 
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Fig. 1. 
ä Bei quasistationärer Behandlung besteht in I und Z und II ein 
magnetisches Potential. Wir setzen: 


und, unter «, 8 unbekannte Koeffizienten verstanden: = 


(1) V= Yy + > a, sin h eee in I, 


wo 7, eine Konstante bedeutet, deren Wert keinen Einfluß auf 
das Feld © hat. 

In der Tat genügt dieser Ansatz der Potentialgleichung 
4V =0, den Bedingungen im Unendlichen (für z = + 00) und 
den Symmetrieeigenschaften des Problems. 

In IT setzen wir die elektrische Kraft, indem: wir der 
Bequemlichkeit halber eine passende Konstante abspalten, 
folgendermaßen an: 
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dann hat E der Differentialgleichung zu genügen: vas 
: 
(44) jj AE+RE=0(, 
wir 


Ihre Lösung kann in Polarkoordinaten 0, 9 (vgl. Fig. 1) so 
geschrieben werden: 


J, ist die v»® Besselsche Funktion, J ihr Differentialquotient 
nach dem Argument. 
Nach der Maxwellschen Beziehung uH =—rot€ er- 


gibt sich: 

also auf der Oberfläche fir 9 =r: x N af 

2 (kr - 

0 ‚eich 

er 9s = Hein 2% » 


Diese Ausdriicke sind mit den aus (1) und (2) — 
Werten von 9, $s zu vergleichen. Ersichtlich hat man: 


grad, / = = sind, 
am 
1aV av. a 


Aus der Stetigkeit von ©, ergibt sich hiernach für o=r 
und —2/2< 3 < 2/2: 


(7) Svc, = cos + S'sa,cos [9-27 sin 
und für g=r, + 2/2<9 < 82/2: be: 


(8) Sc, cos» S's 8, cos sin 9 


Andererseits aber ergibt sich aus der Stetigkeit von %, 
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der u9, (u = 1 in Luft) fir 9 =r und — cr + 2/2 


zw. für +2/2< 9 < 82/2: = 

| + Ssa,sin [$ sind} e 

u J,(er) 

| = Ss sß, sin [9 + sind} 


Außerdem ist noch die Stetigkeit von grad U, oder was 
| = dasselbe bedeutet, diejenige von U und OU/dz fir z=0 und 
za ea r<y<h-—r zu fordern, wodurch zugleich auch für die 
= Stetigkeit in den äquivalenten Strecken h+r<y<2h—r,... 
 —h+r<y<-—r... gesorgt ist. Diese Bedingungen lauten: 


h 2 
y+ > @,— 8) sin" = 7, 


if 
Aus (7) und (8) läßt sich c, berechnen, indem man mit 
cos» multipliziert und (7) zwischen — 2/2 und + 2/2, 


fue (8) zwischen + 2/2 und 32/2 integriert. Es ergibt sich: 


+2/2 

+ Dee, | 00809 h 


-a/2 
+n/2 


+ 


+f, | 05 00s [9 + 200 sind} . 


Re: Ausführung des ersten Integrals und Zusammenziehung der 


letzten liefert: 


+2/2 
= [ cos» 2ns sin 3} 
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Verfährt man entsprechend mit den Gleichungen (9) und (10), 
nachdem man dieselben mit sin» # multipliziert hat, so folgt: 
v 


2 
neh, = sin (v — 
yore J, (kr) 


( 4) kr 
= sın r -2 


Diese Formeln gelten auch noch im Falle y=1, wo das 
erste Glied der rechten Seite von (13) und (14) durch seinen 
Grenzwert 2/2 für »=1 zu ersetzen ist. Im Falle »=0 da- 
gegen erhält man aus (7) und (8) für den Koeffizienten c, einen 
Wert, der sich mit Rücksicht auf (11) einfach folgendermaßen 


- 


Derselbe Wert läßt sich auch direkt aus Fig. 1 ablesen. Es 
ist nämlich 4” x Gesamtstrom im einzelnen Querschnitte gleich 
dem Linienintegral der magnetischen Kraft um den Quer- 
schnitt, Erstrecken wir dieses einerseits über die Peripherie 
des Kreises, so ergibt sich nach (6) 2ur He"! c,; erstrecken 
wir es andererseits über den in Fig. I punktierten weit ent- 
fernten Rechtecksweg, so folgt A Hei*!. Der Vergleich beider 
Ausdrücke liefert wieder (15). 

Die in (13) und (14) eingeführten Koeffizienten y,,, 4, 
berechnet man am einfachsten in der Kombination: 


+2/2 
8-22, 
—x/2 
+2/2 
—i(v-l)d—22 


Mit der Abkürzung z=e‘® kann man hierfür auch schreiben: 
+i 
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A. Sommerfeld. 


Sie lassen sich durch geeignete Rekursionsformeln ‘und Reihen 
unschwer numerisch berechnen. Im Anhang I folgt eine Tabelle 
der y, ö für den Fall A=2r (eng aneinander liegende Win- 
dungen). 

Hier mögen nur noch die für gerades v gültigen Summen- 
formeln erwähnt werden: 


2 (8 = 2% @ aie 
j 
18) 
sin @ + 1) B, 
1 


Dieselben werden in Anhang II abgeleitet; die B, bedeuten 
die sogenannten Bernoullischen Zahlen. 


Wegen des Zusammenhanges der g, d mit den y, ö folgt 
hieraus sogleich: 


4 2. Berechnung der Koeffizienten «, ß, c und des Widerstandes. 


Der allgemeine Gang der Rechnung würde sich nun 
folgendermaßen gestalten: 


Man eliminiere zunächst die c, aus den Gleichungen (13) 
und (14), wobei sich ergibt: 


(20) > s (a, B,) 0, — 4,7,,) = sin 


Des näheren haben wir zwischen geradem und ungeradem » 
zu unterscheiden. Bei geradem » gelten die Gleichungen (19), 
nach denen wir die rechte Seite von (20) ersetzen können durch 


h 
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2 v! h 
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ot 


(sf, — Bi 2) — 2,7.) 
(21) B, 
=— (2, 
Bei ungeradem »>1 verschwindet die rechte Seite von (20); 
dagegen ist fir »=1 nach einer an Gleichung (14) anschließen- 
den Bemerkung der Limes für »=1 zu bilden. Somit wird = 
aus (20) bei ungeradem vy > 1: 
) haw. 
(22) wit At > + B)6,,-4%)=9, 
“ish atladsiwine - 
Die Koeffizienten «, 8 sind nun aus diesen Gleichungen 
(21), (22), (23) zusammen mit den Gleichungen (11) und (12) 
zu bestimmen. Wie man sieht, kommen sie nur in den 
Kombinationen «,— ß, (Gleichung (21) und (11)) und ,+ß, — 
(Gleichung (22), (23) und (12)) vor. Beide Kömbinationen 
können daher getrennt berechnet werden. 5 
Eine Vereinfachung bringt die Annahme A=2r (dicht 
anliegende Windungen, Picciati) mit sich. Das Gültigkeits- 
gebiet der Gleichungen (11) und (12) schrumpft dann auf den 
einen Punkt y=h/2 (bzw. y= mh+A//2) zusammen, in dm 
diese Gleichungen identisch befriedigt werden. Aber auch in fe 


und fur v=1: 


Unbekannten «, + 8, bzw. «,—ß, die Auflösung je eines un- | 
endlichen Systems linearer Gleichungen. | 


Grenzfällen werden wir diese Auflösung nicht nötig haben, = 
sondern die Werte der «, +, direkt angeben können. Unsere Far 
Gleichungen (21), (22), (23) dienen dann nur zur Probe auf die 
Richtigkeit dieser Werte. g 
Sind die «, +, bekannt, so liefern z. B. die Gleichung (13) 
unmittelbar die Werte der Koeffizienten c,. Auf diese kommt Sr 
es für die Berechnung des Widerstandes, wie wir jetzt sehen 
werden, in erster Linie an. = 


= 
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| Infolgedessen wird aus (20) bei geradem v > 0: ee 

x 

> 
diesem Falle erfordert die Bestimmung der unendlich vielen Be 

In den im u zu betrachtenden charakteristischen 


4. Sommerfeld. 
Wir bestimmen zunächst die der Längeneinheit des Drahtes 
in jedem Augenblicke zugeführte Energie 


{ 2» 
aus dem (radial gerichteten) Poyntingschen Vektor & und 
gehen zu dem zeitlichen Mittelwerte desselben 


0 


fod (OS) 


über; dieser stellt die pro Längen- und Zeiteinheit im Draht 
entwickelte Joulesche Wärme dar und ist daher dem Wider- 
stande w proportional. Dieselbe Größe, für die Schwingungs- 
zahl Null gebildet, ist dem Gleichstromwiderstande w, pro- 
portional. Daher ergibt sich 


443952 ([sas) GINA 
w 


Nun ist S proportional mit EH, und nach den Gleichungen (3), 
(5), (6), denen wir jetzt das Zeichen R des reellen Betrages 
hinzufiigen miissen: 


k (er) 
also 
in J,(k ) in 
Das hier eingeführte Zeichen p, bedeutet: »Aallh 


p, =2 fir vy =0, P,=% fir v>0. 


Um den zeitlichen Mittelwert zu bilden, ersetzen wir die 
beiden reellen Teile durch die halbe Summe des dahinter 
stehenden komplexen Ausdruckes und des dazu konjugierten. 
Führen wir das Produkt aus, so verschwinden von seinen vier 
Termen die beiden mit dem Faktor e+?irt bei der Mittelung 
nach ¢; die beiden anderen, mit dem Faktor 1 behafteten 
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wobei k, ©, die zu k, c, konjugierten Größen bedeuten. B- es 
achten wir noch, daß nach (4) na "a 


inp = — und 
so können wir auch schreiben: 


H? > - kd, (kr) J, (kr) 
d - v Ld . 
6) 16 ( J,’ (kr) +E 
Um zum Falle des Gleichstromes überzugehen, berücksichtige 


man, daß für -=0 und v»>0 bzw. v=0 wird zJ,(2)/J, (2) 
gleich O bzw. —2. Infolgedessen hat man: 


Der Quotient der beiden letzten Ausdrücke liefert mit Rück- 
sicht auf (24): 


oder wegen (15) und der Bedeutung der p,: 


kJ, (kr) 2a r\* kJ, (kr) 
in Übereinstimmung mit einer etwas spezielleren Gleichung 


von Picciati. Als Sonderfall ergibt sich hieraus der allgemein- 
gültige bekannte Ausdruck für den Widerstand des an. 


geraden Drahtes, wenn A>r, nämlich 


x § 8. Langsamer Wechselstrom. 


Bei Gleichstrom in nicht magnetisierbarem !) Material 
(r=0, u=1) läßt sich das magnetische Feld außerhalb der 
Leiterquerschnitte in endlicher Form angeben, ähnlich wie es 
Maxwell?) für das elektrostatische Feld des Schutzgitters 


1) Wir setzen u = 1 voraus, weil die Komplikationen, die auch bei 
Gleichstrom durch induzierte Magnetismen auf der Oberfläche hervor- 
gerufen werden, nichts mit unserem eigentlichen Problem zu tun haben. 

2) Treatise I, § 208 und Taf. XIII, der unsere Fig. 1 entnommen 
ist. Der im Text hervorgehobene Unterschied rührt daher, daß das 
magnetische Feld eines Gleichstromes hinsichtlich seiner Wirkung nach 
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Sees: getan hat, nur mit dem Unterschiede, daß die Formel für das 
magnetische Feld in Strenge gilt, die entsprechende für das 
elektrostatische mit um so besserer Annäherung, je kleiner 
j der Radius gegen den Abstand der Drähte wird. Man findet: 


2r(z+iy) 
-1), 


h 
(26) V= + mlog(e 


wo $m das Zeichen des imaginären Teiles bedeutet. In der 
Tat genügt diese Formel den Bedingungen für r = + 00, wo 
bis auf eine additive Konstante /=y bzw. =0 sein muß, 
sowie der Differentialgleichung 47 = 0 und der Forderung, 

daß beim Umgange um einen Querschnitt das magnetische 
Potential einen Zuwachs gleich 4x. Gesamtstrom (in unserem 


Falle Hh) erfahren soll. 


. . . . on 
je in eine Reihe, so erhält man: 
1 2nsy —2x8—- 


h 


fir x<0 Const. - OF sin ~ 754 ¢ ay, 


; Der Vergleich mit (1) und (2) zeigt, daß bei Gleichstrom gilt: 
1 
ir ar * Wir überzeugen uns nachträglich, daß diese Werte 

iv in der Tat dem unendlichen System linearer Gleichungen 
(Gleichungen (21), (22), (23) des § 2), sowie den Stetigkeits- 
. bedingungen (Gleichungen (11), (12) des § 1) genügen. 

RA Zunächst sieht man, daß die Gleichungen (22) und (12) 
identisch erfüllt werden. Dasselbe gilt für die Gleichungen (21) 
und (23) wegen A, = 1. Letzteres folgt aus der Definitions- 
gleichung (14) für 4 = 0 (Gleichstrom), u = 1 (nicht magnetisier- ! 


außen in Strenge durch das Feld eines linearen (unendlich dünnen) 
Drahtes ersetzt werden kann, während die elektrostatische Wirkung eines 
Gitterdrahtes nur insoweit durch die Wirkung einer geladenen Linie er- 
setzt werden kann, als man von der gegenseitigen Induktion der Drähte 
absehen, also den Radius gegen den Abstand vernachlässigen darf. 


J 

4 
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bares Material) und »>0. Es bleibt also nur noch Gleichung 
(11) zu betrachten, die auf Grund von (27) übergeht in: 


y+- 


= Fos 


Letztere Gleichung ist u nach der Theorie der Fourier- _ 
schen Reihen ebenfalls eine Identität, da man bei der Ent- — 
wickelung von y zwischen 0 und %k (bzw. zwischen A und 2h, | 


2h und 3h, ...) erhält: 
h 2asy h 


1 


h h 
y=-— (baw. +h, 


Nebenbei bemerkt zeigt sich, daß die Konstante 7, in den 
verschiedenen Intervallen zwischen den Drähten verschiedene 
Werte hat, wie es nach den Umlaufsbedingungen des magne- 
tischen Potentials sein muß. 

Somit ist gezeigt, daß unsere Werte der a, f allen Be- 
dingungen des Problems genügen. Was die Koeffizienten c 
betrifft, so folgt aus (13) oder (14), daß bei ungeradem y > 1 


c, = 0. 


2 
¥ = 


Im Limes für » = 1 ergibt sich aus (13) und mit R Rücksicht re 


auf 2, = 1 ebenso aus (14): 
Cc. 


Dagegen haben wir nach denselben Gleichungen bei geradem 
"> 0 mit Rücksicht auf (19): 


4 tc, = - sin (v 1) + 2> 
Nee = in (vy — 1)- 7 +2 2 


Trägt man die im I Werte der 
Bernoullischen Zahlen ein, so erhält man als vollständiges 


Schema der Koeffizienten c dieses: 


621 | 
) 
= ——-» = = — ——, = 
(28) 0 Qur 1 2’ - 3 


Allerdings hat das Auftreten der Koeffizienten c,, c,, ¢, . 
ei: neben c, für die Verteilung des Gleichstromes keine Bedentung, 
Bz da dieselben in den Gleichungen (5) und (25) mit Faktoren 
multipliziert werden, die fir verschwinden. Dem. 
’ ia entsprechend liefert (25) für A= 0, wie es sein muß, w = w,. 
= Dagegen werden die Verhältnisse bei langsamem Wechsel- 
strom wesentlich durch die Werte c,, cz, c,,... bestimmt. 
Hier wird man statt (27), (28) zunächst setzen aan 


29 
( h 1 1 2nr ’ 


2ur 
wo von den Größen a’, 6’, c’ nur bekannt ist, daß sie mit k 
verschwinden. Beschränkt man sich auf die niedrigsten Potenzen 
von &, so hat man nach den Potenzreihen der Besselschen 
Funktionen: 


Setzen wir diese und die Ausdrücke (29) in die Widerstands- 
formel (25) ein, so würden die c’ Beiträge liefern, die von 
höherer Ordnung als A* verschwinden; infolgedessen ist die 
Kenntnis der c’ nicht erforderlich und wir erhalten aus (25) 
und (28) 


Dies vergleichen wir mit einem Resultat von M. Wien}, das 
in unserer Bezeichnung lautet: 


1) M. Wien, Ann. d. Phys. 14. 1904; vgl. m p. 16. 


- 
oder wegen der Bedeutung vc Gleichung ( 

% ; 
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Wie man sieht, enthält die Wiensche Formel von den Gliedern Fl 
unserer { } nur das zweite wesentlichste, und zwar mit einem EIS 
etwas größeren Koeffizienten 0,272 statt 0,25 in (30); für 
fehlen die Glieder 1/3 und die höheren Potenzen von 2a71/h. Be f° 
Für kleine Ganghöhen (h = 2r bis h = 3r) stimmt die Wiensche < 
Formel mit der meinigen auf 1 Proz. überein, ergibt aber fir 
größere Ganghöhen merklich zu kleine Werte. Man beachte 
übrigens, daß der Gültigkeitsbereich von (30) ebenso wie von (31) 
nur ein beschränkter ist, indem bei zunehmender Wechselzahl 
alsbald auch die höheren Potenzen von n, die in (30) vernach- 
lässigt wurden, zur Geltung kommen. a 
Endlich sei bemerkt, daß die Ganghöhe A in (30) nur n 
der Verbindung 2ar/h auftritt, entsprechend dem in Anm.l, 
p. 609 Gesagten und ähnlich wie bei Drudes Bestimmung der — 
Eigenschwingung einer Spule.!) Dasselbe gilt nach den Formeln 
des § 2 ganz allgemein, nicht nur bei langsamem Wechsel- 
strom. 


x 
a 
& 


§ 4. Sehr schneller Wechselstrom. pa i 
Mit x = co, k = oo wird wegen des bekannten Verhaltens LER BL 

der Besselschen Funktionen bei großem Argument: 

I, (er) =—2 un üro<r J, (kr) = 


Die Gleichungen (3) und (5) zeigen daraufhin das Auftreten 
eines unendlich ausgeprigten Skineffektes: das Innere des 
Leiterquerschnittes wird stromlos, auf der Oberfläche fließt 
ein unendlich konzentrierter Strom. Nach (14) wird ,=0 | 
und nach der ersten Gleichung (6) $,=0 an der Draht- 
peripherie. Diese selbst wird also eine magnetische Kraftlinie. — 
Gleichung (25) ergibt jetzt für den Widerstand (man übersieht 
leicht, daß für unendlich hohe Frequenzen c, reell, also 
c, = ¢, wird): 
| ey 
1 

Um die c zu bestimmen, muß man das magnetische Feld 
kennen. Wir führen dieses auf die Lösung einer Abbildungs- 
aufgabe zurück. 

1) P. Drude, Ann. d. Phys. 9. p. 298. 19000. 00000 


= 


a 

@ 

> 
7) 

= 

u 


ee Pa ’ Dabei stellen wir den Picciatischen Fall sehr dichter 
2 Seelen, Wickelung (k= 2r) voran. In diesem läßt sich die Ab- 
x : 2.29 bildungsaufgabe nach der Theorie der elliptischen Modulfunktionen 
er ar vollständig erledigen, während der allgemeine Fall h > 2r auf 
die Theorie der sogenannten automorphen Funktionen führt, die 


für unsere Zwecke noch nicht hinreichend entwickelt ist. 


Fig. 2a. ii Gal 


Das schraffierte Gebiet in Fig. 2a stellt einen Ausschnitt 
aus dem rechten Teile der Fig. 1 für den Fall h =2r dar; 
es ist begrenzt durch den Halbkreis 9 =r und durch die 
beiden Geraden y=+r. ds bedeute ein Linienelement der 
Begrenzung unseres Gebietes, dn das Linienelement der Nor- 
malen. Der Halbkreis ist, wie bemerkt, eine magnetische 
Kraftlinie; daher wird auf ihm 0V/On=0. Die beiden Ge- 
raden werden (vgl. Fig. 1) aus Symmetriegründen von den 
magnetischen Kraftlinien senkrecht geschnitten; daher ist auf 

ihnen OY7/ös=0 oder 7 = const., nämlich bzw. V=+r 
(wegen des Verhaltens im Unendlichen). 
Neben 7 betrachten wir das konjugierte Potential U, 
welches hier nur die Bedeutung einer mathematischen Hilfsgröße 
hat. Wegen der allgemeinen Beziehung öOY//ön=—OU/ös 
ist auf unserem Halbkreise 0 U/ös=0, d.h. U = const.; wir 
können wählen Y= 0. Infolgedessen durchläuft die komplexe 
Größe W =U+ iV die Begrenzung von Fig. 2b, während die 
komplexe Größe z = x + iy diejenige von Fig. 2a beschreibt; 
unsere Aufgabe besteht darin, das eine Gebiet konform auf 
das andere abzubilden mittels einer analytischen Funktion 
Hierfür liefert die Theorie der elliptischen Modulfunktionen 


r as 
1) Ich verdanke dieselbe zum großen Teile meinem Freunde R. Fricke. 


die folgende Lösung): 


Br 
Er 
N 


zx 
U 4 log 2 x 1 q 
4 
(86) 
(8) r sinns 
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3, und #,, die sogenannten ,,Theta-Nullwerte“, sind Funk- | 
Yemen der von Jacobi mit g bezeichneten Größe, welche in 
unserem Fall die Bedeutung hat 


und zwar gilt in Produktdarstellung: | toh vib 


— = 


Ersetzt man die Logarithmen durch ihre Reihen und ordnet 
die entsprechenden Doppelsummen in eine einfache um, so 
erhält man folgende definitive Entwickelung: 


Ww 4log2 1 aj 
r un. 


(34) 
Der Koeffizient «, hat die folgende eigentümliche Bedeutung: 


die Summe erstreckt über alle Teiler n von s; zB. 


a, = 8(1+ 12, a, -8(1+5) = 


1) =8(1+5) = 


(85) 


48 
2 


= 8{1- 


4- 

Die « schwanken stark hin und her, ohne sich für s = co 

einer Grenze zu nähern. 
Aus (34) folgt: 


Der Vergleich der letzten Gleichungen mit Gleichung (1), in 
welcher h = 2r zu substituieren ist, zeigt unmittelbar, daß 
unsere jetzigen Koeffizienten & mit denjenigen des § 1 identisch 


Annalen der Physik. IV. Folge. 24. 
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Sommerfeld, = 
sind. (Die früheren Koeffizienten @ sind im vorliegenden 
Spezialfalle eines unendlich schnellen Wechselstromes und dicht 
anliegender Windungen gleich Null, indem das Äußere der 
Spule feldfrei abgeschirmt ist.) 

Der Beweis der vorstehenden Angaben kann außer durch 
die Theorie der Modulfunktionen direkt numerisch erbracht 
werden, indem wir an den Schlußformeln (36) zeigen, daß sie 
>= oy wirklich die Begrenzung von Fig. 2a in die von Fig. 2b iiber- 
Ber Be führen. Was zunächst die horizontalen Begrenzungen y=+r 
betrifft, so zeigt die zweite Gleichung (36) sofort, daß ihnen 
7=+r entspricht. Andererseits ergibt sich aus der ersten 

3 oe. Gleichung (36) für den Halbkreis z = rcos?, y=rsin#: 


1 

U=— 4log2 + xcos — Sa, cos (ws sin 9). 

en. In der folgenden Tabelle!) sind die Werte der drei Terme, 


in die sich U/r hiernach zerlegt, für = 0°, 15°, ... 75° 
Yet angegeben): sie liefern, wie man sieht, die Summe Null, wie 


Be es in Fig. 2b verlangt wird. Der Beweis ist also vollständig. 


Lad a 
| Zu 

| — 2,778 + 8,142 — 0,369 1,393 1,940 

G15 2,778 + 3,084 — 0,262 1,301 1,698 

| ‘a 3 = 30 | — 2,773 + 2,721 + 0,052 1,085 1,071 an 
| 2,778 + 2,221 + 0,551 0,614 0,377 

| 2978 + 1,571 + 1,208 0,186 0018 


| 2,778 + 0,813 + 1,961 0,018 0,000 
Al ar Aus der zweiten Gleichung (36) berechnen wir ferner wai 
y=rsin®# durch Differentiation nach #: 


Go = Heit (cost + °°? cos — wssin F)). 


es Der Verlauf dieser Größe ist (bis auf den gemeinsamen Faktor 
od 4 eirt) in der zweiten Kolumne der Tabelle eingetragen und 


u ot nei a 1) Diese und die Tabelle des Anhanges I ist von Hrn. Dr. Hondros 
wee ro sorgfältig gerechnet, wofür ich ihm herzlich danke. 
PAIN 2) Für 9 = 90° wird diese Reihe divergent. Damit hängt es zu- 
ss sammen, daß die allgemeinen Gleichungen des § 2 [Gleichungen (21) 
bis (28)], welche durch gliedweise Integration nach 9 entstanden sind, 
hier ebenfalls divergieren. 


durch Fig. 3 werdeutlicht; in der dritten Kolumne sowie in 
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Fig. 3 ist ebenso $3 dargestellt. 
ke pact 
DE 
1 = \ ach die 
* fot iad 
x Fig. 3. On 


| Der Verlauf von $, liefert zugleich vollständigen Auf- 
schluß über die Verteilung der spezifischen Stromstärke über 
die Peripherie des Leiters. Nach Gleichung (6) ist nämlich 
(38) Ho = Hein! Sic, cosvd 
und hiervon unterscheidet sich nach Gleichung (3) die Strom- 
stärke nur um einen (mit n unendlich groß werdenden) Faktor. 
Der Strom ist also, wie es zu erwarten war, vornehmlich auf 
die Mitte der Innenperipherie des Spulendrahtes (% = 0) kon- 
zentriert und nimmt von da aus nach den Seiten hin (= + 2/2) 
stark ab. Die Außenperipherie (7 /2<.+<82/2) ist in unserem 
Sonderfalle stromfrei, ebenso wie sie nach obigem von magne- 
tischen Kraftlinien frei ist. Es würde keine Schwierigkeit 
haben, die Koeffizienten ce, durch harmonische Analyse der 
§-Kurve zahlenmäßig zu bestimmen. Für das Folgende 
kommt es aber nur auf eine gewisse Verbindung der e an, 
die wir leichter auf anderem Wege bestimmen. 
Aus (38) folgt, wenn wir wieder den gemeinsamen Faktor 
Hei*t unterdrücken: 


2r 2r 
1 1 S 
(39) | Dad d = [9349 = + a? . 
0 0 


Die erste dieser Gleichungen liefert eine erwiinschte Kontrolle 
für unsere Rechnung. Da nämlich c, nach (15) gleich 1/2 ist, 
so muß der Mittelwert der Koordinaten der $-Kurve in Fig.3 
den Wert 0,32 haben, was zutrifft. Die zweite Gleichung (39) 
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es 
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. 


zusammen mit der Planimetrierung der $?-Kurve in Fig. 3 


liefert als ie der Koordinaten dieser Kurve 


(40) 


w 
—_ = 
Wo 


nuno 


four = 0,378 = 


Es wird nämlich für A 


.72.0,378 = 


Damit ist unsere Hauptaufgabe der Widerstandsbestimmung 


= 2r: 


=r (1 Deo) 
1 


bei hoher Frequenz wenigstens fiir einen charakteristischen 
Grenzfall erledigt. 

Für den allgemeinen Fall eines beliebigen A schreiben 
wir Gleichung (32) folgendermaßen: 


a) 


w 


n une 


2 


"a der hier eingeführten Funktion 


| 


gleich 3,73 ist. 


2ur 
h 


ist bisher nur bekannt, daß sie in dem Grenzfalle 2ar/h =a 
Aber noch in dem entgegengesetzten Grenzfall 


2ar 


hae 


sehr weiter Wickelung, 2#r/k = 0, ist der Wert von g be- 
kannt, nämlich nach (42) gleich 1. 


Ay 


X 


Dies stimmt mit der Schluß- 


bemerkung von 


8 2 überein, 


nach der sich unsere Formel 
bier auf die Rayleighsche 
Grenzformel für den Widerstand 


eines 


geraden Drahtes redu- 


zieren muß. In Fig. 4 sind die 
beiden Endpunkte der g-Kurve 
fir 2ar/h=0 und =z durch x 


markiert. 


Wir behaupten aber weiter, daB wir auch noch den Ver- 
lauf der g-Kurve in der Nähe des Punktes 2ar/h=0, p=1 
Hierbei kommt es zunächst auf das magne- 


angeben können. 


ar 


tische Feld an, welches durch die Koeffizienten a, 8 bestimmt 


Ex 
== Nach Gleichung (: nun aber auch der Widerstand sofort 
m | 
Ä 
| 
é 
+ mu 
ig. 4. 
+ 
| 
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wird. Von den allgemeinen Gleichungen (11), (12) und (21), 
(22), (23), denen dieselben zu genügen haben, sind jetzt nur 
die ersteren von Belang, da sich die letzteren auf die nach 
Voraussetzung verschwindend kleine Peripherie der Drähte be- 
ziehen. Die Gleichungen (11), (12) aber werden durch den aus 
der Maxwellschen Gitterlösung fließenden Ansatz des 83 
WwW 
Gs 
erfiillt), wie wir in § 3 sahen. Deshalb haben auch die 
Koeffizienten ce die in § 3 Gleichung (28) angegebenen Werte. 
Unter Beschränkung auf die niedrigste Potenz von 2ar/h er- 
gibt sich also aus (28) und (42) für hinreichend kleine Werte 
von 
‘ej Der Verlauf dieser Näherungskurve ist in Fig. 4 punktiert 
eingezeichnet, der mutmaßliche Verlauf der g-Kurve selbst ist 
_ ausgezogen, so zwar, daß sie sich den mit o bezeichneten, 
sogleich zu nennenden Messungen von Black anpaßt. 

Die physikalische Bedeutung der Ordinaten unserer m-Kurve 
ist diejenige des festen Grenzwertes, dem sich bei gegebener 
Ganghöhe das Verhältnis Spulenwiderstand : Widerstand des 
geraden Drahtes bei unendlich wachsender Frequenz nähert 
(vgl. Einleitung unter c). Auf eben dieses Verhältnis beziehen 
sich die benutzten Messungen von Black, die für die Abszissen- 
werte 2ar/h=32/10, 2/2 und 3”/5 ausgeführt sind bei den 
Wechselzahlen 2) 1.10° und 5.10° und bei verschiedenen äußeren 


; 1) Ubrigens befriedigt derselbe Ansatz auch die Gleichungen (21), 
(22); daß (23) auf dem (unendlich kleinen) Kreise vom Radius 7 nicht 
erfüllt ist, liegt daran, daß die Maxwellsche Gitterlösung (vgl. den 
: Anfang von $ 3) sich strenge genommen nicht auf Gitterstäbe von kreis- 
_ férmigem Querschnitte, sondern auf solche von einer gewissen kom- 
plizierteren Form bezieht. Für einen Spulendraht derselben Form würde 
auch unsere Gleichung (23) erfüllt werden. 
2) Von den Blackschen Messungen habe ich [vgl. oben Einleitung 
p. 610 unter e)] nur diejenigen benutzt, für welche x > 6 ist. Die anderen 
bei 10° Wechseln ausgeführten Messungen entsprechen noch nicht völlig 
unserer Annahme einer „unendlich großen“ Frequenz. Die hiernach 
direkt in Frage kommenden Messungen geben für die im Text genannten 
Werte von 2rr/h als zugehörige Verhältniszahlen p bzw. die Werte 1,29, 
1,72, 1,86 mit einer Genauigkeit von etwa 3 Proz. 


4 
| 
2 
| 
AY 
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Durchmessern der Spule. DaB sich diese Ordinaten so voll- 
ständig dem interpolierten Verlauf unserer g-Kurve anpassen, 
bzw. daß sich diese Kurve so zwanglos jenen Ordinaten an- 
passen ließ, ist eine vollständige Bestätigung unserer Inter- 
polation und der ihr zugrunde liegenden Theorie. 

Die folgende Tabelle gibt die aus einer vergrößerten 
Widerholung der Fig. 4 bei möglichst glattem Kurvenverlauf 
abgegriffenen g-Ordinaten: 


(44) ! h ’ 10’ = 10’ 10’ 10’ 10’ 10’ 10’ 10’ ~ ’ 
1 9=1, 1,0, 1,27, 1,45, 1,67, 1,92, 2,2, 2,6, 3,1, 3,78. 


s Die ai dir hier mitgeteilten Zahlen von den 
Blackschen Meßwerten liegt innerhalb der Genauigkeitsgrenze 
der letzteren (vgl. die vorige Anm.). 

Mit meiner früheren, eingangs zitierten Arbeit sind diese 
Ergebnisse in vollem Einklang. Als Spulenwiderstand bei unend- 
lich hoher Frequenz ergab') sich dort (vgl. die Gleichungen (22) 
und (18') 1. c.) zunächst: 


w ov 
Wy V 2 V 


Hierzu sollte ein Erfahrungsfaktor y von der ungefähren 
Größe 0,6 gefügt werden, so daß ar ee 


Wo 
Die frühere Berechnung, in der auf die Ganghöhe nicht 
Rücksicht genommen war, lieferte also statt der Kurve m den 
Mittelwert 2,1, der sich (vgl. die strich-punktierte Horizontale 
der Fig. 4) gut in den jetzt bekannten Verlauf von  einfigt. 


Anhang I. Tabelle der Koeffizienten y und 6 für h = 2r. 


See | v=1 | 2 | 3 4 
s=1 0,0370 | 0,0865 | 0,0589 —0,0165 
3 2 —0,0074 | -—0,0002 | —0,0239 +0,085 
3 0,0022 | 0,0028 — 0,0057 — 0,0009 
: 4 —0,0008 | —0,0008 0,0022 0,0031 
5 0,0005 | 0,0008 —0,0012 | —0,0012 


1) Ich habe des bequemeren Vergleichs wegen den Faktor u hinzu- 
gefügt, der dort Br 1 gesetzt war, und r statt o N 
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Bö- A 
y 
- 2 
| 
Au 
| 
| 
i ® 
: 
x 
- 


Ö,, | | 2 | 3 | 4 
s=1 0,5996 — 0,3191 | +0,3070 +0,3005 
2 0,3109 0,1018 | —0,2937 —0,087 Mr 
8 — 0,3100 —0,0424 | 0,1921 | 00881 
4 0,1589 0,0246 —0,1509 | —0,0457 
5 — 0,1268 0,0159 0,1280 | 0,0304 


Anhang II. Ableitung der Summenformeln (18). 13 sun 
Mit den Abkürzungen 


(45) X=2 i> In 
1 Dan 
ergibt sich aus Darstellung (17) ined 
+i 


wegen der Tideutling von x = e'® ist die Integration über die 
rechte Hälfte des Einheitskreises der Fig.5 im positiven Sinne 


+i 
ey - 


Fig. 5. 


zu erstrecken. Multiplizieren wir Zähler und Nenner im letzten 
Integral mit so haben wir 


my 


+i 


-- {war—y, Y 


-i 


also 
(47) 


we 
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X Y=— J wvdr= 


Machen wir in Y die Substitution y = — x, so wird 

+i 


Ir sich die Integration über die linke Hälfte des Einheits- 
in Fig. 2 im positiven Sinne erstreckt. Daher folgt 3 
(46) und (48) 


X+(-IrHY 


Die Integration ist jetzt über den ganzen Einheitskreis zu er- 
strecken und kann nach dem Cauchyschen Satze der Funk- 
tionentheorie auf den Nullpunkt zusammengezogen werden. 
Dabei ergibt sich, wenn »>0: 
(49) X+(—1yt!Y=0. 
Mfr Bei ungeradem » werden die Gleichungen (47) und (49) 
identisch und lassen keinen Schluß auf X zu; bei geradem » 
u; _ dagegen liefern sie durch Summation: 


-1) sin (vy —1) 


wie in (18) angegeben. 
fe Sodann sei nach (l N bei abgeänderter Bedeutung von X: 
+i 


(51) X= 2i Spe “2, m —— .z~"dz, 


- 
1-e 
-i 


wie über die rechte Hälfte des Einheits- 
_ kreises erstreckt. Dieselbe Umrechnung wie oben liefert: 


Fr +i +i 


= Die Substitution y = — x führt Y über in das über die linke 
Hälfte des Einheitskreises genommene Integral: 


+i 


ter Jar! = l-e 


ba, 
| 
| 
| 
\ 
5 
© 
= = _ ‘ 
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Aus (51) und (53) folgt: 

X+(—1lyt! Y= "dz, 
das Integral über den ganzen Einheitskreis erstreckt. Das- 
selbe ist nach dem Cauchyschen Satze nicht Null, sondern 
2niC,, wenn wir mit C, die Koeffizienten der Entwickelung von 


(54) ap (z) = C, Cx + ee .C, x? +. . 

bezeichnen. Mithin wird af 
(55) X+(-1rt! Y=2nil, | 


Unsere Koeffizienten C hängen mit den sog. Bernoullischen 
Zahlen, d. i. mit den Größen 


1 1 1 
B, = 1, B, = 6 B, = 30° B, = =: 


zusammen. Man kann letztere nämlich definieren!) durch die 


Entwickelung: 
we 1 B, x? B, x* B, x8 - 
Für unsere Funktion hs folgt hieraus: 
2 4 
«7 
Der Vergleich von a und (56) zeigt nun: tan - 
C,=—(-1yR bei geradem »>0. 
‘4 Betrachten wir schlieBlich die Gleichungen (52) und (55). 


Diese werden bei ungeradem » vermöge (57) identisch. Bei 


ee geradem » ergeben sie durch Addition mit Rücksicht auf (58): 

| oder 

sin —(v+1 


in Übereinstimmung mit unserer früheren Angabe in Glei- 
chung (18). 


1) Vgl. z. B. Pascal, Repertorium d. höheren Mathematik, deutsche 
Ausgabe, Leipzig 1900, Bd. I, p. 471. 
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Das Problem, Stromverteilung, magnetisches Feld und 
Widerstand für eine Wechselstrom führende Spule von kreis- 
förmigem Querschnitt und beliebiger Ganghöhe zu ermitteln, 
wird in Strenge behandelt unter folgenden Vereinfachungen: 

1. Die Spule wird als unendlich lang angesehen. 

2. Die Verschiebungsströme werden vernachlässigt. 

3. Der Spulendurchmesser wird gleich unendlich gesetzt 
(hierzu vgl. Einleitung a)). 

Im allgemeinen führt das Problem auf ein unendliches 
Be sy linearer Gleichungen, deren Unbekannten die Koeffi- 


Die Spezialisierung auf Inngmmen Wechselstrom gibt die 
Widerstandsformel (30). Die Abhängigkeit von der Schwin- 
gungszahl ist die aus meiner früheren und einer M. Wienschen 
Arbeit bekannte; die Abhängigkeit von dem Verhältnis Draht- 
radius : Ganghöhe wird durch eine Reihe dargestellt, deren 
Koeffizienten mit den Bernoullischen Zahlen gebildet sind. 
Der entgegengesetzte Spezialfall sehr schnellen Wechsel- 
ie wird bei dichter Wickelung mittels einer Abbildungs- 
aufgabe aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen er- 
ledigt. Den in diesem Falle auftretenden einseitigen Skineffekt 
om. stellt Fig. 3 dar. Die Abhängigkeit von der Frequenz n ist 
k Br: die vom geraden Draht her bekannte, nämlich Yn. 

ee Abhängigkeit von der Ganghöhe interpoliert Fig. 4 oder 

Tabelle (44) zwischen dem Fall sehr dichter und dem leicht 

direkt zu behandelnden Fall sehr weiter Wickelung. 

Die Ergebnisse meiner früheren vereinfachten Behandlung 
desselben Problems werden überall bestätigt, so zwar, daß der 


jetzt theoretisch festgestellt wird. aan 4 


Zusammenfassung. 


Alle als Erfahrungskoeffizient eingeführte Reduktionsfaktor 


| 
1 
Er 
2 
| 
| 


BUNT 


4 


2. Über die Strahlung von ieh % 
om von G. A. Schott. 


Lasse: 
4 1. Umformung der Lorentzschen Potentiale. Wir gehen 


dx’ = da’ 


von den bekannten Lorentzschen Potentialen p und a aus, wo _ 
dx’dy'dx' 
ffflez 
Hier ist (z, y, z) der a dz’ dy dz' ein im Punkte a 
(«’, y’, 2’) festes Volumelement, 
und o die Ladungsdichte, » die im = 
Punkte (z’, y’, z') zur Zeit t— R/c. Es sind also o, » impli- a 5 rg 
zite Funktionen von ¢, z, y, z; wir wollen nun die — 
4 drücke (1) umformen, so daß ¢ als explizite Variable erscheint. ; 
2) 
1 dx’ dy' dx’ 
-@ 


wo v eine Hilfsvariable, und + als Zeit aufzufassen sind. 
Hier ist o als explizite Variable von 2’, 7’, z’, r für alle 
Werte zwischen — oo und + 00 gegeben, und ebenso v. Für a 
gilt ein entsprechender Ausdruck. 

Die Ausdrücke (2) wollen wir jetzt auf bewegte Ladungs- 
| elemente statt auf feste Volumelemente beziehen, da ja in 
| erster Instanz die Koordinaten und Geschwindigkeiten eines 
IE jeden Ladungselementes gegeben sind. a 
' Es sei 4PQB die Bahn desjenigen Ladungselements, 
welches sich zur Zeit t im Punkte (z’, y’, z’), P befindet, Q, N 


ziehen die seiner Begrenzung entsprechenden Bahnlinien, welche 
| zusammen eine unendlich dünne Röhre aus dem Raume heraus- 


essen Lage zur Zeit t + dt. | 
Wir nehmen nun um P herum ein Flächenelement o und aden 
= 
— 
4 
a | 


schneiden. Wir nehmen das Element PQ dieser Röhre“ zum ~ 
Volumelement der Integrale (2), so daß 
Wider dz'dy'dz’ =vodt. 


5 
Bey, Nee Ferner sei CR PD die Bahn des festen Punktes P relativ 
i = zur bewegten Gesamtladung, als substanzielles Gebilde be- 


Die Vas: D gt 


Pr 


R 


trachtet; die der Begrenzung von o entsprechenden Relativ- 
bahnen schneiden aus ihr eine unendlich dünne Röhre heraus, 
welche die erste Röhre in P berührt. Die zur Zeit r +dr 
im festen Volumelemente PQ enthaltenen Ladungen füllten zur 
> ‘Zeit r das Volumelement der Gesamtladung aus, wobei 
u offenbar ZP=PQ=vdr ist. Die Summe dieser Ladungen 
r nehmen wir zum Ladungselemente de des neuen Integrales, 
80 daB de=gvodr. Also ist auch 

de=odzx'dy dz’. 

Dem Zeitelement dr, welches das Ladungselement de 
To braucht, um die Strecke RP oder PQ ihrer Bahn zurück- 


My we zulegen, entspricht genau demselben Zeitelement dr, welches 
der feste Punkt P braucht, um relativ zur bewegten Ladung 


u die Strecke RP zurückzulegen, und die Integrationsgrenzen 
sind offenbar dieselben. Me 
Wir bekommen also identisch 
(3) 


Die Integrationen sind über alle Ladungselemente und für 
jedes für die ganze Zeit von — oo bis oo zu erstrecken; dabei 
sind die Koordinaten, sowie auch o und pv, als Funktionen 


= 
| 
| 


| 
(5) 


Ey 


von r und irgendwelchen das Ladungselement de bestimmenden 
Parametern anzusehen. 

In allen Fällen, wo das Feld eines Elektrons für gegen ; 
dessen Dimensionen große Entfernungen gesucht wird, kann ae 5 
die Integration in bezug auf de durch eine Summation in 
bezug auf die Ladungen e der Elektronen ersetzt werden, wo- 
bei R von irgend einem Punkte des Elektrons gemessen werden 
kann. Insbesondere gilt dieses für alle Strahlungsprobleme. 

§ 2. Es sei nun ein System von Elektronen gegeben, 
welches sich in Bahnen von endlichen Dimensionen bewegt; 
wir fragen nach dem Felde für im Vergleiche dazu als unend- 


lich anzusehenden Entfernungn. =i 
(4) Rar =r—p, ' 


wo r= z?+y?+z? die Entfernung des Aufpunktes vomirgendwie 
in der Nachbarschaft der Elektronen gedachten Anfangspunkt, gag Be 
und p die Projektion des Radiusvektors eines Elekrons auf r 
bedeuten. Im Kosinus müssen wir das Glied p in (4) bei- 
behalten, eben weil derselbe für unendliche Werte von r end- — 
lich bleibt; dagegen können wir in den Nennern von (3) R= 
setzen. So a wir für ein jedes Elektron 


f cos u(t — r/e + p/e — )(2 Jaz dv. 
—-D 

§ 8. Einfach periodische Bewegung eines Elektrons. Es sei 
die Periode = 7; setzen 7 = 2a/@, t=y/o und 2 =/(y), 
y¥ = 9(z), z=h(x) wo f, 9, A Funktionen mit der Periode 22 
sind, so daB das Dun von ¥=0 bis „=2x einem Umlauf 
des Elektrons entspricht. 


Wir teilen das Integral fi dr in unendlich viele Teil- 

i ale der Form or 

integrale G+) Wa 

@ 


J 


2 _ 
% 
2aj Paice 


wo j eine ganze Zahl bedeutet; dabei können wir PER SER: ; 
daß j nacheinander alle Werte von — N bis +N annimmt, 
wo schließlich N unendlich groß zu nehmen ist. Im Teil- 
integrale ersetzen wir y durch vy + 2 2j, was auf die Werte von 
p und » offenbar ohne Einfluß ist, und bekommen so aus (5) 


> 
on Lim > 
0 
= /dy.Lim cos u(t — r/c 
= — r/c) + wp/e—yz}dxz 
2x 
a= — cos j {a (t—r/c)+a@p/e— 
j=0 


0 


§ 4. Blektronengruppe. Es seien n Elektronen gegeben, 
welche dieselbe Bahn mit derselben Periode und gleichen 
Intervallen hintereinander beschreiben, so zwar, daß für das 


i Elektron 
; ni 2 ni Qa 
a Solch ein System wollen wir eine Gruppe nennen; ihre 
__ hauptsächliche Eigenschaft ist die, daß durch Interferenz der 
von den verschiedenen Elektronen ausgesandten Wellen eine 
große Anzahl der harmonischen Glieder der Reihen (6) zer- 
stört werden, und die Gesamtstrahlung der Gruppe dem- 


entsprechend klein wird. 
‘aa Ir In den dem i* Elektrone entsprechenden Integralen von 


(6) ersetzen wir y durch 7 +2mai/n, wobei dann für alle 
_ Elektronen dieselben Funktionen f(z), 9(x) und A(y) ein- 
geführt werden. Die Grenzen ändern sich in + 2ri/n und 
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2a +2ai/n ab, können aber wegen der Periodizität wieder 
zu 0 und 2” gemacht werden. Summieren wir nun für alle 
Elektronen, d.h. für alle Werte von i von 0 bis n—1, so 
bekommen wir fiir die ganze Elektronengruppe aus (6) 


>) ) + ple 


a= dy. 


s=0 


§ 5. Elektrische und magnetische Kräfte. Mittels der 

ch d=— grad. gy — — Shor im 


* iR 
bekommen wir aus (7) wae 


+ 


| s= 
| new r 
ne e 
Fe +ople—x 


wobei Größen höherer Ordnung als 1/r vernachlässigt worden sind. 

Führen wir Polarkoordinaten (r, 0, w) ein, wobei 6 Polar- 
distanz und y Länge bedeuten, und bilden die radialen Kom- 
ponenten d,, 2,, so verschwindet A, offenbar; das Integral für d, 
dagegen besitzt den Faktor 


d 
v (wp/e—z), 


r 


so daß der Integrand ein vollständiges Differenzial ist, und 
das Integral wegen der Periodizität identisch verschwindet. 
Das entfernte Feld ist also rein transversal. Ferner haben wir 


) 
J 
(7) 
BEL: 
| 
| 
<> 
- 
| = 
| 


ständig bestimmt. 


schreiben 
(11) 
2neo 
dp er 


Ls) Es sind also die 4,.. 
der betrachteten Elektronengruppe; 


Der Kürze halber setzen ir Mes 


9 


22% ni 
> 
) 1 
C,,= on [ cossn(ople — dz, 
| D.= sinsn(op/e — z)v, dz. 


neg 
ner 
ie Die elektrische und ae Kraft sind also einander 
eae gleich und stehen aufeinander senkrecht. 


Das Feld ist gemäß (9) durch die Größen p, vs, v, voll- 


. gewissermaßen Normalfunktionen 
wir können wegen (10) 


sin sn — rl) Va 


= 


s=@ 


> sn{C, sinsna@(t — r/c) 


+ D,,cossna(t — r/c}, 


s=1 


+ B, cos sna (t — r | 


wo also die Kräfte des Feldes in ihre harmonischen Kom- 


ponenten zerlegt erscheinen. 


d 
6 
MEER 
| 
= 
£ 
> - 
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A § 6. Strahlung. Der Poyntingsche Vektor c/4n[d.h] 
ist offenbar radial nach außen gerichtet und gemäß (9) oder (11) 
gleich c/4a(bj +3). Um die Strahlung zu finden, multipli- 
zieren wir mit d¢/7' und integrieren über eine Periode, wobei 
alle Produkte verschiedener harmonischer Komponenten ver- 
schwinden; sodann multiplizieren wir mit dem Oberflächen- 
element r?sind dÖ dw und integrieren über die Einheitskugel; 
so bekommen wir aus (11) für die Gesamtstrahlung § der 
Elektronengruppe 
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3 Die Gleichung (12) liefert den Beweis von der Verminde- 
rung der Strahlung durch die Gruppierung, wovon schon im 
$5 die Rede war; denn aus ihr folgt, da die Strahlung eines 
einzelnen Elektrons durch (12) mit s= 1 gegeben wird, daß 
die n ersten Glieder derselben bei der Gruppe durch das 
n®-fache ihres x‘ Gliedes ersetzt sind usw. Da nun die 
Größen A... im allgemeinen mit wachsender Ordnungszahl 
rasch abnehmen, so ist das „-fache der n ersten Glieder der 
Strahlung des einzelnen Elektrons vielmals größer als das 
n2.fache ihres n'" Gliedes, welches zugleich auch das Haupt- 
glied der Strahlung der Elektronengruppe ist usw., und des- 
wegen auch die Strahlung » einzelner Elektronen vielmals 
größer als diejenige der entsprechenden Elektronengruppe. 

Die Bedingungen für diese Verminderung der Strahlung 
durch Interferenz sind in allgemeinster Weise durch die 
Gleichungen (7) gegeben. 

§ 7. Rotierender Kreisring. Als einfachstes Beispiel wollen 
wir diesen Fall eingehend behandeln; wir betrachten also ein 
System von n Elektronen, die sich mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit in einem Kreise vom Radius o bewegen. Sind 
sie gleichmäßig verteilt, so bilden sie eine Gruppe, und dem- 
entsprechend setzen wir 


Y=gW)=osinz, 
zZ = h(x) =), 
Annalen der Physik. IV. Folge. 24. = ER. 42 


REN 


2 
a 
- 
> 
7 
OF vat 
Y 
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Schott. - 


Magi 


cos w + sin w) — 2’ 


wy =—esiny + y cosy 
Wir setzen 


dann folgt aus (18), 
schen Funktionen, 


=—cfd, 
und mittels (11) 


„(sn 8 sin 0)cos sn (w— 


Ausdrücken.!) Ferner ‘an die Gleichung (12) 


A,, = ccotOd, (snfsin 8) cos sx (v- 4 
on =— ccotOd, (snfsin6)sinsn = 

. 1 
C,, =— eB Asin sn (y— 2), 


sin d = — w 9 cos sin(y — y), 
= wocos(y — wy). 


in der üblichen Bezeichnung der Bessel- 


b= hy= ntcot (¢n 6) 
s=1 
sin en |o (¢— r/c) 
(18) =o 
bye hg (on sin 6) 
pre cossn (¢ — r/c) + 


+ (sn sin 6)}"] sin 6 dé. 


a 


in Übereinstimmung mit den anderwärts von mir zer 


32" 


ort 
tob 
wih 
mulssmsg 


Da 
x 
j 
f 
erie ie Additionstheorems vereinfacht werden; es ist 
et 
Bet} 1) @. A. Schott, Phil. Mag. [6] 18. p. 194. . 
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{J (2) fa (2 x sin g) (cos 29 — 


Setzen wir aban. so ist daher Ra 
cot? 4. {J,,(snf sin 0)? + Yer sind 
J, (2 snf sin 6 sin (8? cos 2 p — 1) cos 2 snp dg. 
OF 
Dieses NEED wir in Gleichung (14), kehren die Reihenfolge 
der Integrationen um, und beachten, daß 


sin (2 sin p) 
di 3 sin sin g)sin = 


Mittels der Definitionsgleichung 


fom (zsing)cosmpdp 
gow 


bekommen wir dann 


(15) T s=1 


in Übereinstimmung mit dem früher Ben Werte (l. c 
p. 194). 

Dem Ursprunge nach ist jedes Glied der Summe positiv, 
also die Summe selbst jedenfalls kleiner als der Wert, den 
sie für n= 1 annimmt; in diesem Spezialfall kann man sie 
aber berechnen. Man hat nämlich 


de; “thas 
» N. Nielsen, Zylinderfunktionen p- 303, (5). 


| 
k 
va 
Bs 
aan 
her. 
a ars 


woraus mittels der Besselschen Differentialgleichung nach- 


(2s2) = = 
8=0 
= 
s=1 


Setzt man diese Ausdriicke in (15) ein, wobei n=1, so 
bekommt man für das einzelne Elektron 

3 o* (1 — y gain 


was mit der bekannten Liénardschen Formel übereinstimmt, 
und zugleich als Bestätigung der Formel (15) und Beweis ihrer 
Konvergenz dienen mag. 

8 9. Mehrfach periodische Bewegung — Störungen einer 
klektronengruppe. Es sind die Koordinaten bestimmt durch 
Ausdrücke der Form 2’ = > f(z) usw., wo die Funktionen f usw. 
periodisch sind, aber inkommensurabele Perioden besitzen. 
Der allgemeine Fall ist zu kompliziert, als daß es sich lohnen 
würde ihn eingehend zu behandeln; wir beschränken uns des- 
wegen auf Bewegungen dieser Art, wo die einer Periode ent- 
sprechenden Amplituden so stark überwiegen, daß die übrigen 
nur bis zur ersten Potenz berücksichtigt zu ‘werden brauchen. 
Mit anderen Worten, wir betrachten eine durch die vorwiegen- 
den Amplituden gekennzeichnete Hauptbewegung, welche kleinen 
Störungen ausgesetzt ist. 

Wir gehen auf die Gleichungen (5) zurück und setzen 
darin p+6öp statt p, und »-+-Öv statt », wo sich p und » 
auf die Hauptbewegung, dp und Öv aber auf die Störungen 
beziehen sollen. Dabei nehmen wir der Einfachheit halber 
Bewegungen an, die seit so langer, praktisch unendlicher Zeit 
bestanden haben, daß der Einfluß der Anfangsbedingungen 
' vernachlässigt werden kann, und vernachlässigen dabei auch 
die Dämpfung. Wollte man letztere berücksichtigen, so müßte 
man die Art der Erregung in Betracht ziehen, weil ja die 
Integration nach der Zeit r in (5) sich bis ins negative Un- 
endliche erstreckt und die Integrale sonst nicht konvergieren 
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würden. Da wir nur die ersten Potenzen der Störungen bei- 
behalten werden, so können wir uns auf je ein einziges Glied 
von dp und dv beschränken. fi 
§ 10. Kinematik der Störungen. (x', y', 2’) seien die Koordi- 
naten des i*® Elektrons in der ungestörten Hauptbewegung; 
sie werden durch Gleichungen der Form (7) definiert, wodurch 
natürlich auch das durch die Bahntangente, Hauptnormale und 
Binormale gebildete Triéder für jedes Elektron zu jeder Zeit 
vollständig bestimmt ist. Es seien (a, 8,7), (/,m,n) und (A, u, ») 
die Direktionskosinus seiner drei Aone les sind also 
ganz bestimmte Funktionen von 7 + 2 ifn. 
In der gestörten Bewegung ist das Elektron eine kleine 
Strecke weit aus der Lage, die derselben Zeit in der Haupt- ps 
bewegung entsprechen wiirde, verschoben; die Komponenten ag 
der Verschiebung in Richtung der Triéderachsen seien (£, nd 
so daß also (&, 7, £) die Störung vollständig bestimmen. FR u 
Ein Punkt, der die Hauptbewegung der Gruppe mitmacht, 
ist allgemein durch eine Größe o bestimmt, wobei seine <i 
ordinaten durch z’= /f(y+o) usw. gegeben sind; so ist zB. 
o=2ai/n für das i* Elektron der Gruppe. Die Störung % 
(&,n,&) läßt sich mittels des Fourierschen Lehrsatzes für — 
diesen Punkt in eine Summe periodischer Funktionen zerlegen, er 
wobei ein jedes Glied von der Form § = Acosgr usw. = 
Es ändert sich im allgemeinen A von Punkt zu Punkt, ist 
also eine Funktion von o, und zwar notwendigerweise perio- 
disch mit der Periode 27. Daraus folgt für die Gesamtheit — 
der Punkte der Elektronengruppe mittels des Fourierschen — 
Lehrsatzes als allgemeinster Ausdruck für & eine Summe der 


Form 
= — ko) + A, sin(gr — ko), 
und ebenso 


C= ko), 
Op = > {Pcos(gt — ko) + P, sin(gt — ko)), 
dv = D|Veos(gr — ho) + V,sin(gr — ko)}. 
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+ 2, sin ko), Er 
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an zwischen + n/2 liegend zu betrachten. A, 4,, B, B,, C und C, 
sind Konstanten, P, P,, V und V, aber Funktionen von wr+o 
mit der Periode 22; wir haben nämlich 


daher auch 


usw. 


Bee Für einen bestimmten Punkt bzw. Elektron der Gruppe, 
“id also für ein gegebenes oa, sind §,... periodische Funktionen 
a 3 der Schwingungszahl g, wobei aber man sich hüten muß, 
5 ER q mit der Schwingungszahl der durch die Störung verur- 
sachten ausgesandten Wellen zu verwechseln, welche nur aus 
ER Rn den zu bestimmenden Ausdrücken für die Feldintensitäten ge- 
felgert werden kann. 
Fü ür eine bestimmte Schwingungsphase ist gr— ka gegeben; 


€  wegten Elektronengruppe, und die Ausdrücke (16) entsprechen 
a ee Wellen, die mit eben dieser Geschwindigkeit in der Gruppe 
fortschreiten. 

Schließlich bestimmt die Zahl & den Typus der Störung; 
es gibt nämlich bei derselben 2% Schwingungsknoten und 
_ ebensoviel Bäuche, alle mit dem gleichen Abstand: 2 z/k. 

i § 11, Potentiale der Störung. Um das Feld der Störung 
gu finden, setzten wir die durch (16) gegebenen Ausdrücke 
für Op und dp in die Gleichungen (5) ein; so bekommen wir 


3 
e 


-n 
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für die Störungspotentiale at 
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4 Wir verfahren jetzt gerade wie in dem § 4, teilen nim- ae 
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lich das Integrationsintervall für r, oder das entsprechende 
für x=r/o, in Teilintegrale von y=2nj bis y = 2a(j+1), 
und setzen 2a7j+y statt 7, wodurch die Funktionen p, », 
P, V usw. nicht verändert werden, und summieren schließlich 
über sämtliche Teilintegrale; so bekommen wir z. B. 


(£x- ko) Pdydv 


j=N 
= „Lim fa 
N=@ 
[rar Lim 


cos { {v + - hol 
cost +jo)(t —r/e + —jx — ko} Pdz. 
0 
Nun verfahren wir wie im 85, um den Beitrag aller Elek- 
tronen der Gruppe zu dem betrachteten Gliede zu finden; in 
(18) sind p und P für das betrachtete, nullte, Elektron Funk- 
tioren von x, und o ist gleich Null, dagegen sind p und P 
für das 7 Elektron dieselben Funktionen von y +2niln, 
während o gleich 2ri/n ist. Um nun für jedes Elektron die- 
selben Funktionen p und P einzuführen, müssen wir für das 


i” Elektron überall im Integrale y durch 7 — 2 ni/n ersetzen, 
also auch im Kosinus, so daß dessen Argument jetzt zu 


j=@ 


-> 


j=-@ 


2ni 


+ pl) —jx+G— 
wird. Dabei ändern sich die Grenzen des in 2m i/n 

und 2” +2 mi/n ab, dürfen aber wegen der Periodizität aller 
Funktionen von y in 0 und 2” umgeändert werden. Sum- 
mieren wir jetzt alle Ausdrücke (18) für alle- Elektronen der 


| 


3 
a 7% 


u Gruppe, indem wir nacheinander i gleich 0,1,... n—1 setzen, 


80 wir die Summe 
i= S : 
4 > font Pdy 
j=-@ Feet) 
Qn 
s=0 
=n > | cos[{gt+(k+sn) a} 
Setzen wir noch der Kürze halber 
so bekommen wir aus (16) und a7 “Shes. 
Qa 


8=@ 


brauchen wir nicht auf alle Details einzugehen. Wir 
finden, bis zur Ordnung 1/r, 


+([r,- V}}sin {la(t—r/e+p/c)— 


dg = fo mz} 


+P, cos {la (t—r/e+p/e)—my}] dz, 
(20) | ied 
ne 

+ (v+- — FP cos (t—r/e+p/c)—m dy. 

es $ 12. Die Feldintensititen der Störung. Aus (20) lassen 
aoe sich, gerade wie im § 5, die Feldintensitäten ableiten; dabei 


0 cos {l@(¢— r/e + p/e) — my} 
+ jl@P, —r,) + Visin {2 dz, 
c 
? coe » Er u 
0 cos {lw (t—r/e+p/e—my} 
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Daraus lassen sich, wie früher, folgende Schlüsse ziehen: 
; 1. Die elektrischen und magnetischen Kräfte sind senk- 
recht zum Radiusvektor. 

2. Sie sind auch senkrecht zueinander und einander gleich. 

3. Der Poyntingsche Vektor ist radial nach außen ge- 
richtet. 

Der Beweis von 1, was die elektrische Kraft anbelangt, 
läßt sich leicht führen, wenn man die Definitionsgleichungen (16) 
berücksichtigt, und bedenkt, daß 


3p 


Wir führen nun folgende Normalfunktionen ein: 


wo P, — + Vg} cos|my — 1——}| dz, 


22 


22) / ‘ 
— (top + sin (mx - az, 
= öC,, öD, = dieselben Funktionen mit v,, Vi, 
statt v4, Vo, Pie, 
wo v, und v, die Komponenten von » in den Richtungen 6 er ‘ * 


und yw bedeuten, und ebenso für Vs, V,, Vig und /;,,, und 

l=m-+q/o. Dann bekommen wir 


+ 6B, cosla(t—r/c)}, 


neo‘ ~ 
by = sin 1 @(¢ — r/c) 


(m=k+sn). 
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genau wie im $ 6 u 


$ 13. Strahlung der Störung. Wir bekommen aus (23), 


bo 


Aus (23) und (24) ziehen wir Be Schitsee: 
Die Störung der relativen Schwingungszahl g, welche mit 
der Umlaufszahl w der Hauptbewegung inkommensurabel ist, 


verursacht Wellen mit den Schwingungszahlen /w = q+ (k+sx)@; 


dieselben lassen sich in zwei Reihen zusammenfassen, je nach- 
dem Z positiv oder negativ ist. Die Strahlung besteht ge- 
mäß (24) aus einer entsprechenden Anzahl von Gliedern, von 
denen das s=0, m=h, 1 =q/w + k entsprechende vorherrscht, 
während die übrigen mit wachsendem s immer kleiner werden. 
Ist A groß, d. h. mit n vergleichbar, so ist die Strahlung klein, 


von derselben Ordnung. wie diejenige der Hauptbewegung, also 


in einem permanenten Systeme ganz zu vernachlässigen; ist A 


dagegen klein, gleich 0, +1,..., so ist die Strahlung relativ 


groß. Im allgemeinen können also nur Störungen letzter Art, 
also kleinen Werten von & entsprechend, starke Wellen ver- 
ursachen; die Energie dieser Strahlungen kann offenbar nicht 
dem Eigenvorrat des Systems entstammen, sondern muß ihm 
von außen zugeführt werden. 

Wir wollen wieder unsere Gleichungen am Beispiele des 
rotierenden Kreisringes erläutern. 

§ 14. Störungen des rotierenden Kreisringes. Mit den Be- 


zeichnungen des § 7 setzen wir für das 0% Elektron 


=— §siny —ncosy, dy =§cosy —nsinyg, 
woraus folgt, da 7 = wr, oe 
= — (§ — wn)sinz — (ij + w&)cosz, ag A 
(§—an)cosy 
auch 


= — {Esin(y — w) + ncos(x — w)sind + £cos®, 
= — (€—w 9) sin(y—y) + @ cos(y—y)} cosd—Esind, 
(€ — cos(y — w) — + w — yw). 
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Beachten wir nun die Gleichungen (16), in denen o=0 eg = 
ist, und die Werte 


p=osinOcos(y — ww), vg =— wocosdsin(r — y), 
ty =aecos(y—y), BP=ao/c, 


so bekommen wir 
Io P— — = sin 0 cos {A sin®(z — y) 
+ Bsin(y — w)cos(z — y} 
Beos? Ol Csin(y—w) — cos 6 A+w B,) sin (y—y) 
+ A,)cos(y — —qCsind, 


Io PY — PsinOlw{Asin(y — y)cos(x — wy) 

+ Bcos?(y — yw) 
+ Bcos Ceos(y — w) + (¢ 4 + w B,) cos(y — yw) 
—(q¢ B— A,)sin(y — u) 
während wir die Werte von 


loP, +7, und +Vy 


aus den angegebenen dadurch erhalten, daß wir A, B, C, 4,, By = 
der Reihe nach durch 4, B,, 0, —4, —B ersetzen: 

Wir setzen nun in den Integralen (22) wie früher 
z+w-—aj2 statty, also auch siny, —cosy statt cos(7— wp), 
sin(y —w); dadurch bekommen wir auch 


7 
84, = ccosm(w— 3) +ssinm(w— 4), 
OB, = «cosm (v- *) — ssinm| 3), 
0 A,) + (0B, = + 
iy 


wo wir für den Moment 


bes + cos(my — 18 sin 6 sin dx, 
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Qn 


_ cos(my sind siny) 


0 


(top + Fo) sin (mx _ 1 sin sin és 


ae gesetzt haben; ähnliche Ausdrücke gelten auch für 3C, und 
nur daß überall v,, M1, anstatt von vg, Ve, Vig 
stehen. 

Beachten wir nun, daß wegen der Grenzen von % alle 
ungeraden Funktionen von y herausfallen, und ferner daß 
vermöge der Definitionsgleichung der Besselschen Funktion 


22 
(mx — zsiny)dy = J.(2); 


(my — zsinz) cosy dz = 


ay (my — zsiny)sinydy = Ju(2), Ary 
Ai 
0 
Ja(2) + Ile), 
[sin — zsiny)sin?y dy = 4Ju(z) + (1 
0 


bekommen wir, mit z=/ßsind, /=m+q/o 
c= {4,cot (1B sin 6) — 

+6, 0) J, ( (sind), | 

s = sin 6) + B, cos (£# sin 6) 

+ 6) J, sin 6}. 


Setzen wir die daraus folgenden Ausdrücke für J 4, und öB, 
in (23) ein und beachten, daB 8 = wo le so bekommen wir 


. 
EA 


3 
| 
‘ 
- 
z 


(27) ; 
+ (C* + C2) (45 1ßsin 0) sin 
+ 8* cos? 6 {J,, (18 sin 6)}? 
+ 2(4B, — A, B) + — 1ß%sin 6) 18 
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= 0)(A cos © + A, sin ©) 


(35 - (sin 0) 187, 6) 
(Ccos® + C, sin 9, 
wo 
9=(g+mo)(t— r/e) 
by =—ho= 18 sin A, cos 8) ER 
(Bcos + B, sin 
6 
> 
Die Formeln (25) und (26) stimmen mit den früher gegebenen Wi a 
auf eine etwas verschiedene Bezeichnung überein (I. c., p. 197 Se ER: 


übrigens ist daselbst im Faktor von Bim Ausdrucke für II fälsch- 
lich m ß/sin 6 — 1A? sin statt m |sin 6—1ß?sin6 angegeben), 
Für die Strahlung bekommen wir aus (24) bis (26) 


x/2 ee 
= (A? + A?) [m? cot? 6 sin 0)? 


— 1ß?sin 6) 9, (25 sin 9)}? 
+ 1728? cos? 6 {J;, sin 


re 
¢ 


+ (= 


sin 


J, (18 sin 6) Jn, ( )} sind doh. 


‘a 


- 
BY 
c 
q 
a ( 
x 
; 
- 
* 


Eg 


% 


+ 


Ay 

Wea? 


1% 
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Die Faktoren der Glieder 4C + 4,C, und BC+ B,C, ent- 
halten unter dem Integrale f d@ eine Funktion von sind 


ö 
allein, multipliziert mit cos6, und verschwinden daher identisch; 
es strahlen daher die Störungen in und senkrecht zur Bahn- 
ebene ganz unabhängig voneinander aus. 

$ 15. Die Auswertung des Integrals (27) vollzieht sich 
genau wie im § 8; dazu brauchen wir folgende Gleichungen: 


{Jn (02 sin 6)}? = f J,(21fsinOsing) 
. | 


() (lf sin 6) Jul? sin 6) (278 sin sin ¢) E 


sinpcos2mypdy, 
P (27 sin dsing)sinddd = 3 
eid sim [ cos (2/2 sing)dz, 


3 _ sin(2/8sing) _cos(2/fsing) 
Osinddd = (@78sin — (@1Bsing) 
0 B 

T, (2 sin g) — 2?) dz, 


[2 
_ eos(22ßsin p) 1 
[224 21Bsing 21ßsing 
0 B 


=— sin (2/xsin g) dz, a 


0 
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3 1 _ sin(27¢sin g) 
“@issing)® 
[si sin g) d 
Weiter haben wir 
[ [cose czsing cos2m@pdrdy = dx : 
vo 0 


und Differentialgleichung der Besselschen Funktio 


0 


a | 


0 


F 


Wir bekommen erstens mittels (a), (b), (d) und (h) 


a/2 


cot? 017, 08 sin OP? + 2 sin sin 040 
xz i? 
= 
B 


= 185,219 — fa, + 


0 
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| 
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Zweitens mittels (a), (b), (d), (e), (h) und (i) Din 


Pay 
2 


| 


T 


+ 292 cos? 0 {Jn (18 sin 6)}4| sin 6 40 


J, (278 sin 6 sin 9) {(m — 12)? 
+0 6? cos?9(1— 8?— 2sin?y)} cos 2m p sind dg 


ß 
+ 


Drittens mittels (c), (f), (g), (k) und (l) Pa 


3 
n[2 x 7 


2 sind sing){m — 18°4 (m + 


é 
0 
mittels (a), (b), (d), (e), (h) und (i) 


+ 2 84 cos? { J, (18 sin 6) sin 0d0 


ei fa 
+1?c0s?20.(#?— 1 — 2 8?sin?p 


| 
1 
= 
( 
4 
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ur Alles zusammengenommen bekommen wir also aus (27) 


+ (B+ B) S18 218) + 218) 


(28), ; 


B 

— © 0 


in Ubereinstimmung mit dem schon friher angegebenen Resultat ie 
(l. c. p. 198). 
816. Erklärung der Spektrallinien. Offenbar entspricht 
jedem Gliede von (28) je ein Glied von (25) und (26) mit den- 
selben Werten von m und /; die Schwingungsperiode der zu 
m und J gehörigen Welle ist nach (25) und (26) gleich 22/lw, — 


wobei 


“Soll nun diese Welle einer Spektrallinie der Wellenlänge 4 
entsprechen, so ist A=2ze/lm, also wegen 8 0/c, 
Nehmen wir an, daß o von der Dimension des Radius eines 
Atoms (107° cm) ist, so ist 7@ sehr klein. 
Nun haben wir für kleine Werte von /# annähernd 
221A) = 

woraus folgt: 


ist das Glied s=0 in (28) stark überwiegend, indem die nächsten E 
Glieder, s= +1, relativ dazu von den Ordnungen 


Annalen der Physik. IV. Folge. 24, 
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ER sind. Dabei ist zu beachten, daB für negative m der abso- 


B 


i} 


= 


var 


i lute Wert genommen werden muß. 


2. Vergleichen wir die Hauptglieder (s = 0) verschiedener 
Schwingungstypen miteinander, so sind deren relative Ord- 


nungen 


für k= 0 für k > 0 


Ich habe nun an anderen Orten gezeigt, daß die von E. Wiede- 
mann und auch von W. Wien gemessenen Intensitäten ge- 


_wisser starker Spektrallinien der Größenordnung nach mit 


der berechneten Intensität fir A=0, k=+1 übereinstimmen, 
wenn wir o=10”® setzen, also 2a 0/4 von der Ordnung 
annehmen. Daraus folgt, daß die den Werten k=+ 2, 
+8,... entsprechenden Schwingungstypen unmöglich beobacht- 
bare Linien ergeben, sollen nicht die Amplituden jedes mit 


dem Zusammenhang des Elektronensystems verträgliche Maß 


übersteigen. Durch die Störungen einer Elektronengruppe 
können wir daher höchstens einen kleinen Teil eines Spek- 
trums erklären; außerdem ist es aber sehr fraglich, ob über- 
haupt Linien desselben im beobachtbaren Teile des Spek- 
trums liegen können. 

Was nun die Erklärung einer einzigen Spektrumserie an- 
betrifft, so liegen die Verhältnisse nicht besser; denn die quali- 
tative sowie quantitative Gleichheit des Zeemaneffektes ent- 
sprechender Komponenten der Linien derselben Serie verbietet 
uns anzunehmen, daß die verschiedenen Werten von & ent- 
sprechenden Schwingungstypen, und noch weniger die Schwin- 
gungen verschiedener Elektrongruppen, zusammengenommen 
eine Serie erzeugen können; denn die entsprechenden Schwin- 
gungsgleichungen sind ganz und gar voneinander verschieden, 
und ergeben auch keine solch einfache Beziehung zwischen 
den Schwingungszahlen, wie von der Beobachtung gefordert wird. 

Daraus müssen wir schließen, daß Spektrumserien über- 
haupt nicht aus der Hauptbewegung einer einfach periodischen 
Gruppe, oder deren Störungen erklärt werden können. 

§ 17. Spektrumserien. Dem obigen zufolge machen wir 
folgende Annahme: 

Eine Spektrumserie kann überhaupt nur mittels derselben 
Bewegung einer einzigen Elektronengruppe erklärt werden. 
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Denn sonst bleibt der beobachtete Zeemaneffekt unerklär- 
bar. Daraus folgt: 

Diese Bewegung ist mindestens zweifach periodisch, mit 
inkommensurabeln Perioden, und Amplituden gleicher Größen- 
ordnung. 

Sonst müßte sie unter den oben betrachteten Fällen zu 
finden sein. 

Die entsprechenden Potentiale sind durch (5) gegeben, 
woraus für die Feldintensitäten folgt 


sin u(t — r/e + ple - — v]. vdedv. 
= rd > 


Da nun p und » mindestens zwei inkommensurabele Perioden 
besitzen, so zerfallen im allgemeinen $d und A nicht in Summen 
harmonischer Komponenten; wir müssen die Verhältnisse so 
wählen, daß sie in Summen von Komponenten zerfallen, deren 
Schwingungszahlen etwa durch die Rydbergsche Formel be- 
stimmt werden, und deren Amplituden dem langsamen Abfalle 
der Intensitäten der Serienlinien entsprechen. Es sei also, 
z. B. für eine Hauptserie, 


N 
m=1 er 
N r = 
+ D, sin 14 — —— t— j 
; sche 2 | 
con Ale | m COS (m+ 
gi (m + u)? 
. r N(t—rle) 
| + sin 4 (e- 
ie Ta N(t — rie) 


a 
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Dann müssen die Reihen als Summen Integrale der 
Form (29) ergeben. Da aber die Intensitäten der verschie- 
denen Glieder experimentell nicht genügend bekannt sind, so 
wissen wir über die Amplituden C, und D, weiter nichts, als 
daß sie mit wachsendem m abnehmen, aber verhältnismäßig 
langsam; dagegen sind die Größen N und u sehr genau be- 3 
kannt. Es kommt also darauf an, eine langsam konvergierende 
Reihe der Form (30) allgemein zu summieren. Ist dieses ge- 
schehen, so muß man durch Vergleich mit (29) die Funktionen 
p und » bestimmen, womit die Bewegung des Elektronen- 
systems vollständig mitbestimmt wird. Obgleich die bis jetzt 
zu Gebote stehenden analytischen Hilfsmittel zur Summierung 
der Reihe (30) kaum ausreichen dürften, so ist hiermit doch 
das physikalische Problem der Erklärung der Spektrumserien 
mittels der Bewegung eines Elektronensystems auf das rein 
analytische Problem einer Reihensummierung zurückgeführt. 
Da hierzu keinerlei dynamische Begriffe nötig sind, folgern 
wir, daß die Verknüpfung der Linien einer Serie eine rein 
kinematische, allein durch die Form des Integrals (29) be- 
dingte ist. 

Bonn, Physik. Institut d. Universität, 4. Saveasher | 1907. 


(Eingegangen 6. November 1907.) 
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Die quantitativen Messungen der Vorgänge, welche sich 
beim Ausbleichen von Farbstoffen unter dem Einflusse des 
Lichtes abspielen, sind sowohl für die Fragen der physikalischen 
Chemie!) als auch für gewisse physiologische Vorgänge (die 
Assimilation der CO, in den Pflanzen 2), das peripherische 
Sehen®)) von Bedeutung. 

In den sehr zahlreichen Untersuchungen über die Photo- 
chemie der Farbstoffe‘) wurden die Versuche entweder mit 
weißem Lichte oder mit dem Lichte gemacht, welches durch 
Lichtfilter gegangen war — eine nähere Beziehung zu den 
optischen Eigenschaften der Farbstoffe wurde nicht untersucht. 

Der Zweck der nachfolgenden Untersuchung ist es, diese 
Lücke im Bereiche des sichtbaren Spektrums auszufüllen und 
quantitativ die Abhängigkeit der zersetzten Farbstofimenge 
von der Absorptionskonstante des Farbstoffs, der Wellenlänge 


der auffallenden Strahlung und deren Energie zu ermitteln. Pi 


I. Die Vorversuche. 

Um aus einer groBen Zahl von Farbstoffen diejenigen 
auszusuchen, bei welchen die Reaktion hinreichend rasch vor 
sich geht, wurde deren Ausbleichen im weißen Lichte einer 
Nernstlampe untersucht. Als geeignet erwiesen sich: Cyanin®), 
Lepidincyanin, Pinacyanol, Pinaverdol, Chinaldincyanin und Pina- 
chrom®), welche in Collodiumhäutchen untersucht wurden. 


1) W. Nernst, Theor. Chemie p. 767. Stuttgart 1906—1907; R. 
Luther, Zeitschr. f. wissensch. Photogr. 3. p. 257. 1905. 

2) C. Timiriazeff, Proc. Roy. Soc. of London 72. p. 424. 1904. 

3) W. Trendelenburg, Zeitschr. f. Psychol. u. Physiol. d. Sinnes- 
organe 37. p. 1. 1904. 

4) Vgl. die diesbezügliche Literatur, Fortschr. d. Physik von 1692 
bis 1906. 

5) Von Grübler in Leipzig. 

6) Von Meister, Lucius und Brünig, Höchst a. M. 
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8. Über das Ausbleichen 
; von Farbstoffen im sichtbaren Spektrum; 
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Die Collodiumhäutchen wurden hergestellt, indem ein 
a Deckglas (18 xX 18 mm) mit einer Collodiumlésung (1 Teil 
-- Collodium, 1 Teil Athylalkohol, 1 Teil Athyläther) übergossen 
bre wurde und hierauf in staubfreier Luft getrocknet; gefärbt 
Par a wurden die Häutchen entweder durch Zusatz einer alkoholischen 
Bar Lösung des Farbstoffs zu der Collodiumlösung oder durch 
ar _ Baden des getrockneten farblosen Collodiumhäutchens in der 
alkoholischen Farbstofflösung. 

FIR Trockene gefärbte Collodiumhäutchen haben sich im 
3 Dunkeln über ein Jahr lang gehalten, ohne sich merklich zu 

verändern. 

Wird ein gefärbtes Collodiumhäutchen im Spektrum einer 
Nernstlampe 2—4 Tage lang ausgesetzt, so bleicht der Farb- 
0 stoff im Gebiete des Absorptionsstreifens vollkommen aus, 
während er in anderen Gebieten keine nachweisbare Ver- 
änderung erfährt; das so ausgeblichene Collodiumhäutchen 
erfährt im Dunkeln auch im Laufe eines Jahres keine merk- 


hg, 
» 


> 


he 


liche Veränderung. 
nie Um die Frage zu entscheiden, ob das Ausbleichen nur 


a yon der aufgefallenen Energiemenge abhängt und von der Licht- 
: intensität unabhängig ist, wurde folgende Versuchsanordnung 
gewählt (Fig. 1): Das Deckglas mit dem gefärbten Häutchen 


wurde in zwei Stücke zerschnitten — das eine Stück H, in 
BL x 10cm vor einer Nernstlampe N 
H, HY ~ angestellt, das andere H, in 

s 100 cm; vor dem Häutchen H, 

wor doses wurde eine rasch rotierende un- 
= durchsichtige Scheibe 8 aufge- 


stellt, in welcher ein Sektor von 
0,01 der Kreisscheibe ausgeschnitten war; die Lichtintensitäten 
verhalten sich wie 1:100, hingegen sind die auffallenden 
Energiemengen gleich; das Ausbleichen von H, und H, war 
in allen Fällen gleich. 

Von Versuchen mit reinen Farbschichten, welche nach 
Pflüger!) ohne Bindemittel hergestellt waren, wurde Abstand 
genommen, da solche Schichten unter dem Mikroskop be- 
trachtet eine körnige Struktur aufwiesen, das Licht nicht als 


1) A. Pflüger, Wied. Ann. 65. p. 181. 1898. 
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optisch homogene Körper absorbieren und Unregelmäßigkeiten 
im Ausbleichen aufwiesen, welche sich als abhängig von der 
Korngröße der Schicht herausstellten. 


II. Die Methode. 


Um den Betrag des absorbierten Lichtes und hieraus den 
Gehalt des unzersetzten Farbstoffs in gefärbten Häutchen auch 
während des Ausbleichens für alle Lichtgattungen des Spektrums 
photometrisch messen zu können, wurde die aus Fig. 2 er- 
sichtliche Anordnung getroffen. Von dem horizontalen Stift 


Is 
me none d Br. 
v rob 
sussdT 
= = 
Fig. 2. 


einer Nernstlampe (0,5 Amp.), welche sich im Brennpunkte der 
Linse A befindet, gehen die parallel gemachten Strahlen durch 
ein geradsichtiges Prisma P und werden durch die Linse 2 
in Form eines Spektrums auf ein Deckglas G, das mit dem 
Prismenkörper fest verbunden ist, entworfen. Ein König- 
Martenssches Spektralphotometer !) KM ist so aufgestellt, 
daß der Spalt sich etwa 1—2 mm hinter dem Deckglase @ 
befindet und die von dem Nernststift kommenden Strahlen in 
das Kollimatorrohr des Photometers fallen; vor dem einen 
Spalt befindet sich die Hälfte des Deckglases mit dem ge- 
färbten Häutchen, vor dem anderen die andere Hälfte, von 
welcher das Häutchen entfernt ist. Mit Hilfe der Stange # 
und der Schraube 7 kann der Spektralapparat VG um die 
horizontale Achse 4, welche durch den Horizontaldurchmesser 
der Linse B geht, gedreht werden; die photometrische Messung 


1) F. F. Martens, Verhandl. d. Deutsch. Physik. Gesellsch. 1. 
p. 280. 1899; F. F. Martens u. F. Grünbaum, Ann. d. Phys. 12. 
p. 984. 1908. 
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kann in verschiedenen Teilen des gefärbten Häutchens in den 
auf dasselbe fallenden Strahlen ausgeführt werden. Die Wellen. 
länge des auffallenden Lichtes wird hinreichend genau durch 
die Einstellung mit der Schraube 7 ermittelt. 

Für photometrische Messungen wurde das Licht auf }/,, 
bzw. auf !/,, geschwächt, indem für die Dauer der Messungen 
eine rasch rotierende Scheibe $ mit einem entsprechenden 
Sektorenausschnitt vor der Linse A aufgestellt wurde. 

. Um die Verteilung der Energie im Spektrum zu ermitteln, 
wurde das Photometer (Fig. 2) etwas zurückgeschoben und 
eine lineare Rubenssche Thermosäule parallel dem Photo- 
meterspalt fest aufgestellt; durch Heben und Senken der Stell- 
schraube / wurden die einzelnen Spektralbezirke auf die 
Thermosäule entworfen. Um die entsprechenden Wellenlängen 
zu ermitteln, wurde das Beobachtungsrohr des Photometers 
mit einem aufgesetzten Gaussschen Okular so lange mittels 
der Schraube 7 verschoben, bis das Bild der Lötstellen der 
Thermosäule mit der Mitte des Okularspaltes zusammenfiel; 
die Wellenlänge wurde an der Trommel 7 hinreichend genau 
abgelesen. Durch die Ausschläge eines empfindlichen Galvano- 
meters wurde die Energie gemessen. 

Die absolute Messung der Strahlungsenergie wurde nach 
R. v. Helmholtz!) unter Zugrundelegen der von Kurlbaum?) 
gemessenen Strahlungskonstante ermittelt; als absolut schwarzer 
Körper diente der in Fig. 3 abgebildete Apparat: ein innen 


| | | — 


geschwärztes Messingrohr W (Durchmesser d= 2 cm) wird 
durch einen Dampfmantel, in welchen Wasserdampf strémt, 
auf 100°C. erhitzt; vor dem Rohre W befindet sich ein kreis- 
rundes Diaphragma D (Durchmesser D = 1,6 cm) hinter welchem 


1) R. v. Helmholtz, „Die Licht- und Wärmestrahlung verbrennen- 

der Gase“. Berlin 1890, p. 12. CORT axe ae 
2) F. Kurlbaum, Wied. Ann. 65. p. 759. 1898. . 
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e* ausschlag von etwa 14 Skt. Die Strahlungsintensitäten im 


Spektrum lagen zwischen 
B, = 2,08.10* (für 4, = 530 mp) 


und 


- mit einem gefärbten Collodiumhäutchen belegtes Deckglas sich 


Zeit A t, während welcher die auffallenden Strahlen aus- 
 bleichend gewirkt haben, so erhalten wir (sofern wir die geringe 
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ein aufziehbarer Fallschirm 8 angebracht ist; in der Ent- 
fernung J = 8,4 cm vom Diaphragma D ist die Thermosäule R 
aufgestellt; an dieser Stelle ist die Strahlungsintensitat Z 


Da die Strahlungskonstante (nach Kurlbaum) > 
= 1,28.10=12, 7 = 373° abs. und 7, = 298,5° abs. 


betragen, so ist 


Dieser Strahlungsintensität entspricht ein Galvanometer- 


E, = 12,81..10=+ 
cm” sec 


(für 2 = 648 py). 


Um die Verteilung der Energie im Spektrum zu bestimmen, 
wurden in 10 Punkten die Galvanometerausschläge gemessen 
und die Energiekurve graphisch aufgetragen. sith KU 


III. Die Versuche. 


Die Messungen der zersetzten Farbstoffmenge wurde photo- 
metrisch in folgender Weise gemacht: Bezeichnen wir für eine 
bestimmte Wellenlänge A durch J, das Verhältnis der Inten- 
sitäten der beiden Felder, wenn vor den Spalten des Photo- 
meters sich eine unbelegte Glasplatte befindet; durch J, dasselbe 
Verhältnis, wenn vor den Photometerspalten ein zur Hälfte 


befindet, und durch J, dasselbe Verhältnis nach einer gewissen 


Differenz in dem Reflexionsvermégen des belegten und des 
unbelegten Glases vernachlässigen) 
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Lasareff. 


J, 

ige 


worin X eine für das Collodiumhäutchen und die betreffende 
_ Wellenlänge charakteristische Konstante ist, C die Konzen- 
tration der Farbstofflésung und AC die Verminderung dieser 
= Konzentration, welche durch die ausbleichende Wirkung des 
3 Lichtes hervorgerufen wurde. 
ne Die Änderung der Farbstoffmenge, welche durch den 
 photochemischen Zerfall des Farbstoffs bedingt wurde, 


40 _ 


SL ee! Ist für die betreffende Wellenlänge die auffallende Energie- 

a menge E der Strahlung gegeben,-so absorbiert das gefärbte 

Häutchen beim Beginne des Versuches die Energiemenge e, 


Galva 


Da die Größen J, und J, nur wenig voneinander ab- 
_ weichen, so können wir den Geamtwt Q der im Laufe der 
Zeit At des Ausbleichens absorbierten Energiemenge in erster 
u myn und für unsere Versuche hinreichend genau setzen 


2 Jy 


; Die Versuche wurden in folgender Weise ausgeführt: Die 
rotierende Sektorscheibe 8 (Fig. 2) wurde aufgestellt und für 
eine Reihe von Wellenlängen, welche an der Trommel 7 ab- 
gelesen wurden, die Intensitäten J, aus je 1—4 Ablesungen 
bestimmt. Nachdem wurde das Deckglas mit dem gefärbten 

 Collodiumhäutchen eingesetzt und die Messungen der Inten- 
' sititen J, in gleicher Weise für dieselben Wellenlängen aus- 
; ia Hierauf wurde die Scheibe § entfernt und das 


= B(1— +). 


45%) ae LE 


und # aus der Energiekurve des Spektrums entnehmen. 


— eet 


> 
Br, A und am nde des ersuches die nergiemenge 
its 
“Bae 
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Hautchen der Einwirkung der ungeschwächten Strahlung 
während 3—17 Min. ausgesetzt, dann die Scheibe S wieder 
eingesetzt und die Intensitäten J, für die nämlichen Wellen- 
längen gemessen. 

Die Intensitäten J, waren nahe gleich Eins; die Inten- 
sitäten J, im Absorptionsmaximum des Collodiumhäutchens be- 
trugen 0,2 bis 0,9 und das Ausbleichen wurde so weit geführt, 
bis das Verhältnis der Intensitäten J, zu J, etwa 0,9 bis 0,7 
ausmachte. Berücksichtigen wir, daß die photometrischen 
Messungen im Mittel auf +0,3 bis 0,5 Proz. genau gemacht 
wurden, so ergibt sich die Messung von AC/C im Absorptions- 
maximum auf +15 Proz. genau. 

Die Reihen von Messungen der J, bzw. der J, nahmen 
etwa 3 Min. in Anspruch; da das Ausbleichen in 3—17 Min. 
vor sich ging und die photometrischen Messungen bei auf !/,, 
bzw. !/,, geschwächten Lichte gemacht wurden, so konnte die 
Änderung des Häutchens während der Messung vernachlässigt 
werden, um so mehr die Reihenfolgen der Messungen in beiden 
Fällen die nämlichen waren. 

Die Resultate der Messungen für verschiedene Wellen- 
längen A sind für die einzelnen Farbstoffe in Tabellen zu- 
sammengefaßt, in welchen die gemessenen Intensitätsverhält- 
nisse J,/J, und J,/J, angeführt sind, sowie der hieraus 
berechnete Bruchteil 4C/C des ausgeblichenen Farbstoffs; 
andererseits sind die gemessenen Strahlungsiutensitäten Z für 
verschiedene Wellenlängen und die während der Versuchsdauer 
absorbierten Energiemengen Q (in g-Cal.) angegeben. 

Bei der graphischen Darstellung der gewonnenen Resultate 
sind nicht die Werte AC/C aufgetragen, da die Beobachtungs- 
fehler dieser Werte mit abnehmender Absorptionskonstante K 
entsprechend wachsen, sondern die Werte K(4C/C), welche 
den nämlichen absoluten Beobachtungsfehler besitzen; dem- 
entsprechend sind auch die absorbierten Energiemengen mit 
der Absorptionskonstante multipliziert. Um die Übersicht zu 
erleichtern, sind diese Werte, bezogen auf die entsprechenden 
Maximalwerte, angeführt. Die Werte K 4C/K, 4C, sind als 
ausgezogene Kurven, die Werte KQ/K,Q, als punktierte 
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_ Die gewonnenen Resultate lassen sich in folgender Weise 
zusammenfassen: Innerhalb der Beobachtungsfehler ist in einem 
Absorptionsstreifen die zersetzte Farbstoffmenge der absorbierten 
Energiemenge direkt proportional und unabhängig von der Wellen- 
länge der auffallenden Strahlung. (Vgl. W. Nernst, l.c. p. 767.) 

Um zu ermitteln wie groß die strahlende Energiemenge 
ist, welche für die Zersetzung von 1 g Farbstoff notwendig 
ist, wurden Collodiumlösungen von bestimmtem Farbstoffgehalt 
auf große Glasflächen in gleichmäßigen Schichten gegossen, 
getrocknet und mit einem Planimeter deren Flächeninhalt be- 
stimmt; hieraus wurde der Farbstoffgehalt pro 1 qem be- 
rechnet. Das getrocknete Häutchen wurde, wie oben, den 
Strahlen des Spektrums ausgesetzt und im Absorptionsmaximum 
die während eines gemessenen Zeitintervalles zersetzte Farb- 
stoffmenge bestimmt; andererseits wurde die in dieser Zeit 
absorbierte Energiemenge Q ermittelt. Hieraus läßt sich die 
für die Zersetzung von 1 g Farbstoff erforderliche Energie- 
menge der Strahlung berechnen; die Resultate dieser Versuche 
sind in der Tab. VII zusammengefaßt, 


Tabelle VII. 


Chinaldineyanin . . - - +. 16000 
Pinachrom . . ... . . 80000 
Cyanin . . 48000 
Lepidincyanin 
Pinaverdol. . . . .. . . 117000 


Aus den angeführten Daten läßt sich durch einen Ver- 
gleich mit den Verbrennungswärmen organischer Körper der 
Schluß ziehen, daß nur ein geringer Bruchteil der absorbierten 
Strahlung als Energie für die photochemischen Umsetzungen dient; 
der größte Teil derselben geht in die Erwärmung der ab- 
sorbierenden Schicht über. 


Zum Schlusse erlaube ich mir, Hrn. Prof. Dr. P. Lebedew 
für die Anregung und Unterstützung bei dieser Arbeit, dem 
Hrn. Direktor der Ohrenklinik Dr. S. v. Stein, sowie den 
Herren Professoren Eichenwald, Ogneff und Tschugajeff 
für die geliehenen Apparate meinen Dank auszusprechen. 


Moskau, Physik. Inst. d. Univ., im ag gg 1907. 


Br (Eingegangen 8. Oktober 1907.) 2081 
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4, Optische Eigenschaften und Elektronentheorie; 
von H. Erfle. 


[Auszug aus der Münchener Inaugural-Dissertation ') des Verfassers.] 
81. Einleitung. 


In einer in den Annalen der Physik veröffentlichten Ab- 
handlung hat P. Drude?) die Dispersion vom Standpunkte der 


von Ladung zur Masse e/m = 1,5.10°,3) daß dagegen die ultra- 
roten Eigenschwingungen der positiv geladenen Molekülmasse 
oder Atomen bzw. Atomgruppen mit positiver Ladung zu- 


| ee Drude knüpfte zunächst seine Rechnungen an die 


Ketteler-Helmholtzsche Dispersionsformel in ihrer ein- 
fachsten Gestalt 


M, M, 
baw. an eine von Ketteler eingeführte abgekürzte Form der- 


‘3 wobei er fand, daß. die Zahl der Elektronen mit der Eigen- 
=  wellenlänge 4, pro Molekül sich von gleicher Größenordnung 
wie die Valenzsumme ergibt, wenn man annimmt, daß die 
Masse dieser Elektronen gleich der auch sonst zur Elementar- 


ladung e gehörigen Masse m ist, also e/m von der Größen- 


1) In dieser befinden sich auch ausführliche Literaturangaben. ald 4 
2 2) P. Drude, Optische Eigenschaften und Elektronentheorie, Ann. 
_ 4d. Phys. 14. I. Teil p. 677—725, II. Teil p. 986—961. 1904. 


8) Diesen Wert berechnet Drude, p. 711, aus der Dispersion des 


we 


al 
= 
D: 
Sc 
| 
m 
A 
h 
See Elektronentheorie behandelt und den Schluß gezogen, daß die li 
Be Eigenschwingungen im Ultraviolett hervorgebracht werden durch d 
— r 
li 
u 
zuschreiben sind. k 
t 
t 
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E.M.E 
2... Wasserstoffgases; vgl. hierzu auch J. Koch, Ann. d. Phys. 17. p. 668. 
g ; VE ’ y 
1905 (Brechungsexp. im Ultrarot). 


3 Optische Eigenschaften und Elektronentheorie. 673 


Gleichzeitig fand Drude, daß der Koeffizient k der Formel (2), 
welcher den Einfluß der ultraroten Eigenschwingungen auf die 
Dispersion darstellt, sich für Flußspat, Syivin, Steinsalz, Quarz, 
Schwefelkohlenstoff, Wasser angenähert vorausberechnen läßt 
aus Molekulargewicht, Dichte und Valenzsumme v.!) 

Nachdem Drude diesen Zusammenhang zwischen der 
Valenzsumme v des Moleküls und der Zahl der im Molekül 
vorhandenen schwingungsfähigen Elektronen gefunden hatte, 
machte er sich von der in den Formeln (1) und (2) enthaltenen 
Annahme, daß nur eine ultraviolette Eigenschwingung vor- 
handen sei, frei und bewies, daß es im allgemeinen nur mög- 
lich ist, aus der Dispersion einen gewissen Grenzwert p für 
die Anzahl schwingungsfähiger Elektronen im Molekül zu be- 
rechnen, so daß nämlich diese Anzahl?) p’=p. Er fand 
weiter, daß die so berechneten Grenzwerte p einen sehr deut- 
lichen Zusammenhang mit der chemischen Konstitution zeigen, 
und daß es, ähnlich wie bei der Landolt-Brühlschen Mole- 
kularrefraktion *) möglich ist, für eine Verbindung p.e/m additiv 
zusammenzusetzen aus den p.e/m der einzelnen Atome bzw. 
bestimmter Atomgruppen. Dabei zeigten die Benzolderivate 
ein besonderes Verhalten, indem bei diesen durch die eigen- 
tümliche Art der Bindung im Benzolkern die Beweglichkeit 
bei einigen der Elektronen stärker zurückgeht als bei anderen, 
d. h. die relative Verschiedenheit der Eigenwellenlängen der 
einzelnen Elektronengattungen größer wird. Außerdem stellt 
Drude den Satz auf: Bei den als Kationen möglichen Stoffen 
muß die berechnete Zahl p der Elektronen, welche durch ihre 
Beweglichkeit die Dispersion beeinflussen, gleich sein der 
Valenz ‘oder kleiner sein; bei den Stoffen dagegen, welche 
als Anionen auftreten können, hängt die berechnete Zahl p 
der lose sitzenden Elektronen nicht mit der Valenz zu- 
sammen®), sondern kann, wie bei den Halogenen, wesentlich 
größer sein als die Valenz.°) Außerdem gibt Drude®) noch 


1) Vgl. Formel (21) meiner Arbeit. 
2) Bei Verbindungen, die ein Halogen Cl, Br, J, F enthalten, kann 
p' > v sein; doch ist auch bei diesen p’ > p. 
8) Z. B. Brühl, Zeitschr. f. physikal. Chem. 7. p. 140—193. 1891, 
4) Solange diese Stoffe nicht als Anionen auftreten. 


5) P. Drude, ].c. p. 719—723. 
6) P. Drade, le. 721—723. Wag 
Annalen der Physik, IV. Folge. 24. RG 44 
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eine elektrische Deutung der Abeggschen Theorie!) der 
Valenz. 

Es war nun von Interesse, zu sehen, welches Verhalten 
Substanzen, die eine sogenannte ‚„Doppelbindung‘“ enthalten, 
zeigen, ob außerdem die von Drude gefundene Additionsregel 
für p.e/m auch gestattet, p.e/m für andere Substanzen voraus- 
zuberechnen, die Drude noch. nicht in den Kreis seiner 
Rechnungen gezogen hat, und ob es wirklich möglich ist, 
einen Koeffizienten der Dispersionsformel ohne weiteres aus 
Molekulargewicht, Dichte und Valenzsumme zu berechnen. 
Um die letztere Frage der Entscheidung näher zu bringen, 
habe ich für Benzol, «&-Monobromnaphthalin und Methyljodid 
die Brechungsexponenten im sichtbaren Spektrum gemessen 
und versucht, die gemessenen Werte durch die Kettelersche 
Dispersionsformel (2) darzustellen. Für diese drei Substanzen 
waren die Konstanten der Formel (2) noch nicht bestimmt”), 
dagegen die Konstanten einer dreikonstantigen Formel (k = 0) 
von Martens?) für Benzol und Monobromnaphthalin berechnet 
nach Beobachtungen von H. Th. Simon.) Zur Entscheidung 
der beiden ersten Fragen habe ich aus zahlreichen Beobach- 
tungen von Brühl, Landolt, Jahn und anderen die Grenz- 
werte für die Summe schwingungsfähiger Elektronen pro Molekül 
berechnet und hieraus schließlich neue Werte p.e/m für die 
Atome verschiedener Elemente abgeleitet. Zunächst möchte 
ich auf einige Folgerungen der Elektronentheorie hinweisen. 


Sue 

N, Zahl der Elektronen bzw. positiv geladenen Atome (Atomgruppen) der 
Gattung in 1cm®. 


$2. Dispersionstheorie. 


Erklärung der vorkommenden Bezeichnungen. 


1) R. Abegg, Versuch einer Theorie der Valenz und der Mole- 
kularverbindungen, Zeitschr. f. anorgan. Chemie 39. p. 330—8380. 1904. 

2) Weegmann, Zeitschr. f. physik. Chem. 2. p. 288, 239. 1888, be- 
nutzt eine Reihenentwickelung mit vier Konstanten. 

3) F. F. Martens, Ann. d. Phys. 6. p. 603—640. 1901 (Berliner 
Habilitationsschrift). 

4) H. Th. Simon, Über Dispersion ultravioletter Strahlen, Berliner 
Inaug.-Diss. 1894, auszugsweise in Wied. Ann. 53. p. 542—558, 1894. 
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„Beweglichkeit“ des Elektrons ') [9,/4 gibt an, um wieviel ein Elektron 
mit der Ladung 1 elektrostatische Einheit durch eine elektr. Kraft 1 
(elektrostatisch gemessen) aus der Ruhelage herausgezogen wird). 
Reibungskoeffizient für die Elektronen der Gattung A. 
m, Masse eines Elektrons der Aten Gattung in Gramm. 
Die Größen m,, 9, 7, sind wesentliche Konstanten in der Be- 
; 2) ei 
wegungsgleichung Elektrons ten Gattung: 


Das zweite Glied auf der rechten Gleichungsseite bezeichnet eine quasi- 

elastische Kraft, das dritte Glied eine Reibungskraft. 

e,’ ist die elektrostastisch gemessene Ladung eines Elektrons. 

X die elektrostatisch gemessene mittlere elektrische Feldstärke im Äther 
zwischen den Ionen. : 

e, die elektromagnetisch gemessene Ladung eines Elektrons.?) jo : 

N, = m, Dielektrizitätskonstante der Aten Elektronengattung. ab 

i, Wellenlänge der Eigenschwingung dieser Elektronen. i 

M, Atomgewicht der schwingenden positiv geladenen Atomgruppe, d. h. 
deren Masse m, = M,.H, wo 

H die absolute Masse eines Atoms Wasserstoff. 

M das Molekulargewicht der Substanz. 
Dichte der Substanz für die Temperatur, bei welcher die Brechungs- 
indizes gemessen sind. 
Anzahl der Elektronen mit der Eigenwellenlänge 4,, die pro Molekül 
vorhanden sind. 
Zahl der lose an das Atom (bzw. Molekül) gebundenen Elektronen.t) 
unterer Grenzwert für die Gesamtzahl schwingungsfähiger Elektronen 
mit Eigenschwingungen im Ultraviolett pro Molekül. 

v Summe der im Molekül enthaltenen Valenzen. 

e=b?=1+ >%, 4, Dielektrizitätskonstante der Substanz für die betr. 
Temperatur. 


1) Die Bezeichnung von 9, als „Beweglichkeit“ rührt her von 
Drude (z.B. Auszug aus der Abhandl.: Opt. Eigensch. u. Elektronen- 


theorie in der Zeitschr. f. wissensch. Photogr. ete., herausgeg. v.K.Schaum; __ 


Bd. III. Heft 1. 1905). Bei den Messungen an ionisierten Gasen versteht 
man unter „Ionenbeweglichkeit“ die Ionengeschwindigkeit für das Potential- 
efälle 1. 
9) P. Drude, Lehrbuch der Optik, p. 364. 2. Aufl. 1906. “er x 
8), wird an Stelle von &,’/e eingeführt beim Übergang von 


Mn In 
,M=n 
rude, 1. c. p. 680 unten). 


r 
1 3 
r 4 
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In” My, Vp 
4n 4n Cn 
(7, ist die Eigenschwingungsdauer; G 
4) P. Drude, 1. c. p. 719. N 
44 


Brechungsindex gegen das Vakuum. 
Wellenlänge des Lichtes im Vakuum. _ 
nl ss _ Der Index r soll sich auf ultrarote, der Index v auf ultraviolette Eigen- 


Ba Aus der Elektronentheorie!) folgen die allgemeinen Dis- 
persionsformeln: 
4) — 14 


1 Nn In — Ant) 2? is eines 


Ny Fn 


die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum ist. 
; Der Absorptionsindex?) x ist hier dadurch definiert, daß 
eine Lichtamplitude von der Größe 1 den Wert e-?=* an- 
nimmt, nachdem das Licht in dem Körper den Weg 2’ durch- 
ae is. laufen hat (# = Wellenlänge des Lichtes im Körper = A/n). 
Die einfache elektromagnetische Lichttheorie wurde bekanntlich 
in verschiedener Weise erweitert zur Erklärung der Erschei- 
re nungen der normalen und anomalen Dispersion.*) Ich schlieBe 
N mich an die Elektronentheorie in der von Drude gegebenen 


Se Form‘) an. Für Messungen innerhalb des Absorptionsgebietes 


ist zu bemerken, daß’n bzw. x die Brechungs- bzw. Absorptions- 
Indizes für senkrechte Inzidenz®) sind. 

Zunächst suchte ich die Frage zu entscheiden, in welche 

_ Grenzwerte die Absorptionsindizes und die Brechungsindizes 

2 übergehen für verschwindend kleine Wellenlängen unter der 


1) Aus Formel (18) in Drudes Lehrbuch der Optik, 2. Aufl. 1906, 
p. 368. 

2) Drudes Lehrb. d. Optik, 2. Aufl. p. 341. 1906. 
> we 3) Literaturangaben in der Diss. p. 14; die in Kaysers Handbuch 

EIER der Spektroskopie I. Bd., Leipzig, p. 330. 1900, angegebenen Dispersions- 

_ formeln entsprechen der älteren Kettelerschen Theorie (Wied. Ann. 12. 
pp. 364. 1881 u. 30. p. 300. 1887) und stimmen mit den Formeln (4) und 
(5) nicht streng überein. 
4) Drudes Lehrb. der Optik, 2. Aufl. p. 362—388. 1906 u. 1. Aufl. 


e eer 5) Vel. z. B. ye Pflüger, Wied, Ann, 56. p. 425, 426. 1895; 65. 
p. 174. 1898. 
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Optische Eigenschaften und Elektronentheorie. 
Voraussetzung, daß beliebig viele Absorptionsgebiete vorhanden 
sind. Martens!) hat auch den Brechungsindex für die Wellen- 
länge A= 0 berechnet; das von ihm gefundene Resultat ist 
aber, wie ich nachher zeigen werde, nicht richtig. Aus den 
allgemeinen Dispersionsformeln (4) und (5) berechnete ich 
Brechungsindex und Absorptionsindex für die Wellenlänge 
ı=0. Für A= 0 folgt nämlich, falls nicht gerade auch eine 
Eigenwellenlänge A, = 0 existiert?): 


n?(1—x*)=1 und 2n*x =O0[g,, 9, endlich] 


d.h. x=0, = 1, 


oder 


Für die Wellenlänge 0 ist also bei Gültigkeit der Dispersions- 
formeln (4) und (5) der Brechungsindex n= 1 und der Ab- 
sorptionsindex x = 0.°) 

Für Serie Medien folgt aus den allgemeinen Formeln 


+ t 
wo 
arah 
(9) M, = 2,2. 


Die Formel (8) ist die Ketteler-Helmholtzsche Dis- 
persionsformel. Eine abgekürzte ist: 


Es ist sib aash. wide’ 

(10) { kh = FE 


1) F. F. Martens, Ann. d. Phys. 6. p. 6083—640. 1901; Berliner 
Habilitationsschrift. 
2)x=0 und n?=1 bei 0 gilt auch noch, wenn 4, =0, da 


2 


3) Darauf, daß m = 1 fiir 4 = 0, haben schon Goldhammer und 
andere hingewiesen, wenn auch nicht in dieser Form: D. A. Gold- 
hammer, Wied. Ann. 57. p. 688. 1896; C. Raveau, Journ. de Phys. 
5. p. 118. 1896; E. Ketteler, Wied. Ann. 58. p. 410. 1896; A. Pfliiger, 
Wied. Ann. 58. p. 672. 1896. 

4) Zulässig für nicht zu große i. 
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H. Erfle. 


a? —1—N, %,=a?—1—D ist meist größer als Null, da 
eben noch ultraviolette Eigenschwingungen von kleinerer Wellen- 
länge als A, vorhanden sind, für die aber N, Ay un- 


merklich klein ist. 1) aim... Fada 


Martens führt eine Dispersionsformel*) 
W tb m’ 2 
(11) pre + ki 
ein bzw. 
m’ 2? 


Formel (11) ist identisch mit der von Ketteler?) sh 


1885 eingeführten Formel (2) und ist durch eine einfache Um- 
formung in diese Es ist nämlich: 


1) m=14+R, 9, =a? —D. 


Die Formeln (11) und (lla) erhält Martens‘), indem er den 
Einfluß der kleinen ultravioletten Eigenwellenlängen 2” durch 
m” darstellt, wo m” das erste Glied der Reihe für m” (22/2? — 4?) 
ist; m=1-+m”. Am Schlusse seiner Arbeit berechnet Martens 
aus (11) und (11a) die Brechungsexponenten für die Wellen- 
länge O und findet dann natürlich x, = Ym, also für verschie- 
dene Substanzen verschiedene Werte, und nicht den Wert 1, 


wie er aus 
My 8) 
l+ 


folgt. Martens begeht also bei der u von n, einen 
Fehler, denn die Reihenentwicklung von A2/A? — 2” gilt nur 
für 2”/2 < 1.°) Die Berechnungen von Martens in Tabelle 20°) 
sind daher nicht zulässig. 

1) P. Drude, 1. c. p. 688 und Drudes Optik, 2. Aufl. p. 375. 1906. 

2) F. F. Martens, l.c. p. 611—613. Ich setze m anstatt m bei 
Martens. 

8) E. Ketteler, Theoret. Optik p. 541, Braunschweig 1885; auch 
Wied. Ann. 30. p. 299—316. 1887; daselbst auch Prüfung der Ketteler- 
schen Dispersionsformel für CS,, H,O etc. 


| 


04) F. F. Martens, lec. p. 612. 


5) Martens benutzt p. 611 diese Formel als Ausgangspunkt. aid 


6) Dies hatte auch Martens p. 612 hervorgehoben. eu 
7) F. F. Martens, 1. c. p. 639; außerdem ist Fig. 5 p. 614 fir 1 =0 


nicht riehtig. 


R 
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! 
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In meiner Dissertation habe ich auch die theoretische 


diskutiert und gezeigt, daß für A, von der ee 
>200 pp (13) nicht genügt, sondern mindestens durch ww 


(13a) Ap +5 

ersetzt werden müßte; (13a) ist aber umständlicher in der 

Anwendung als (2), daher ist (2) vorzuziehen. a 
Ich will nun die wichtigsten der von Drude abgeleiteten 

) angeben: 

d 
(15) = Fm) 
(16) M, en Mr Cn 


A,? Mp Pr Mp, 


Es sei e das elektromagnetisch gemessene Elementar- 
quantum der Elektrizität; dann ist speziell für die ultra- 
violetten Elektronen, da e/H aus der Elektrolyse bestimmt — 
ist zu 0,965. 104, 

(17) 38.07) 


Für die ultraroten Eigenschwingungen kann 
(18) 


ein ganzzahliges Multiplum des Elementarquantums sein, m SER 
ist im Maximum gleich der Masse H.M des ganzen Moleküls, 4 


oder es ist ein Teil derselben 7 


(18a) n, = M,.H. 460490 & 

1) Ausführlicher in der Dissertation p. 9-22. 

2) P. Drude, p. 680; Drudes Optik, 2. Aufl. p. 376. 1906. 

3) P. Drude, l.e. p. 688. Uber meine Folgerungen aus (14) = 


4) P. Drude, Le. p. 688. ab 


- ; 
679 
+ = 
| 
; 
wen 
| | 
| | 
stanten der persıons[orm ın en nn. . ys. . Pp. 994 . 
1907 und den in dieser Zeitschrift erscheinenden Nachtrag zu dieser Be- rl. 


680 
Aus (16) und (18), (18a) folgt 
M, d eb, 


| 


(19) 
aus (19), (10) und (9): 
(20) k= 


ban 


0,296 . 108 Dr N 
Mjd M, 


Hieraus folgt, wenn man die einfachste Annahme macht, 

daß die Summe nur ein Glied enthält, v,=v, p,=1, M.=M setzt: 
_ 0,296.10°.d 5 
(21) k= m ) 

Unter Annahme von beliebig vielen ultravioletten Elek- 
tronengattungen führt Drude gewisse Abkürzungen) für einige 
Quotienten ein, von denen ich die ure 

| ary 
besonders hervorbeben möchte. Für die später folgenden 
Rechnungen sind die gp rere Definitionen wichtig: 
(23) r=n?— d, = - 

4, sei die größte der Eigenwellenlängen im Ultraviolett. 
Aus der allgemeinen Dispersionsformel (8) fiir _ durchsichtige 
Medien folgt schließlich, daß die Größe 

aih 
(24) p= —.8,2 VOR # 


12 


die Summe der Elektronen im Molekül, welche durch ihre 


1) P. Drude, lI. c. p. 688. 

2) P. Drude, ].c. p. 689. Für die Alkohole, sowie für die Gase 
und Dämpfe versagt nach Drude, p. 704, 705, 710—718 die Formel (21). 
Für Gase kann k angenähert gleich Null gesetzt werden, für die Alkohole 
ist der nach (21) berechnete Wert zu groß; die Gültigkeit von (20) da- 
gegen ist eine allgemeine; bei (21) wird also angenommen, daß die positive 
Ladung e.v mit der ganzen Molekülmasse schwingt. 

8) P. Drude, lc. p. 696. 

4) Ich bezeichne die Eigenwellenlängen im Ultraviolett mit A, An 
Am +--+ an Stelle der Bezeichnungsweise von Drude },, 4,..., um Ver- 
wechslungen mit den Größen x, = 1/4,* zu vermeiden. 


G 
= 
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Beweglichkeit!) überhaupt Einfluß auf die Dispersion TORE 
mit um so größerer Annäherung darstellt, bei je größeren 
Wellenlängen A die r,,r,,d,, gebildet werden, und je geringer 
die Unterschiede in den Eigenwellenlängen dieser Elektronen 
sind. Aus diesem Grunde hat Drude noch die Grenze u 
rechnet, der sich p für A= oo nähert. Aus (28), (2) und 
(8) folgt 3 


Hat nur eine Gattung Elektronen EinfluB auf den 
Brechungsindex, d. h. it N, = N, = ...0, dann ist 


unabhängig von A für alle Wellenlängen > 2,, bei denen die : 


Absorption zu vernachlässigen ist. Der Quotient d 

somit in seinem Verhalten für verschiedene Wellenlängen ein 
Kriterium?) dafür, ob eine Substanz nur eine ultraviolette Bigen- 
schwingung besitzt; die Unbestimmtheit des Koeffizienten k kommt 
hierbei im allgemeinen nur wenig in Betracht. Ist bei einer 
Substanz A sicher wesentlich von Null verschieden, dann zeigt 
sich dies mitunter dadurch, daß p, d.h. r,r,/d,,, stellenweise E 
abnimmt mit wachsendem A, wenn man r,,r, etc. fir k=O 
berechnet hat.?) Ist r,7,/d,, nicht konstant, dann kann seine 
Abhängigkeit von A nur dann bedeutend werden, wenn A sich kee 
dem Gebiete der ultravioletten Eigenwellenlängen stark nähert, | 
da dann die Größen y,,7,,... stark unter den Wert 1 sinken.‘) © 

1", 1,/d,,, d. h. also auch p, wächst im allgemeinen um so 
taschar mit wachsender Wellenlänge, je größer die größte 
Wellenlänge des ultravioletten Absorptionsgebietes ist, be- 


1) Nach (14) ist die Beweglichkeit $, einer ultravioletten Elektronen- Be 
gattung proportional 4,*, nämlich : 


2) P. Drude, le. p. 695. 
3) P. Drude, l.c. p. 704 unten. @ 
pic (> 


A 
> 
* 
J 
| q 
t 
* 
“4 


sonders stark bei CS,!) und, wie ich fand, noch stärker bei 

Monobromnaphthalin. In den großen Tabellen?) seiner Arbeit 
benutzt Drude zur Berechnung von p meist die Brechungs- 
exponenten für die Wasserstofflinien H, und H, oder auch 
manchmal H, und H,, wobei er einmal k=0 setzt („ohne A“), 
das andere Mal den Wert A nach (21) annimmt; eine etwaige 
fehlerhafte Annahme von k hat wenig Einfluß auf p in diesem 
Spektralbezirk.*) Wie meine Rechnungen für Benzol und 
_ Monobromnaphthalin zeigten, hat die Formel (21) für & keine 
allgemeine Gültigkeit; daher habe ich in den Rechnungen des 
86 k=0 angenommen; & ist sicher für viele der dort in 
Rechnung gezogenen Substanzen wesentlich von Null verschieden, 
doch hat es keinen Zweck, die Rechnungen mit A nach (21) 
durchzuführen, solange die Werte & nicht sicher bekannt sind. 
Bezüglich des Wertes für Schwefelkohlenstoff*) (flüssig) 
ist zu bemerken, daß die Berechnungen von Martens nicht 
denselben Wert ergaben für & wie die Rechnungen von 
Ketteler. 

Es sollen nun einige Folgerungen für die Änderung der 
Größen 4,, der Elektronenbeweglichkeiten 9,, des Koeffizienten 
_k, der den Einfluß der ultraroten Eigenschwingungen darstellt, 
mit der Temperatur angegeben werden. 

x Drude bemerkt®) im Anschluß an seine Formel (35): 
_ „Es müßte, da die Ionen- bzw. Elektronenzahl proportional 
zur Dichte ist, n?— 1 proportional zur Dichte sein.“ Dieser 
_ Folgerung kann ich mich nicht anschließen, vielmehr fordert 
die Elektronentheorie nicht die Konstanz von n?— 1/d, denn 
dann müßten ja die Beweglichkeiten 9, und die Eigenwellen- 
 längen A, von der Temperatur und vom Druck unabhängig 
sein. Aus (8), (14) und (15) folgere ich: 


| 1 
. My 

1) P. Drude, |. ¢. 704. 

a 2) P. Drude, lc. p. 706—709; einige Werte p fir = © vgl. 

Drude, Tabelle p. 708. 

3) P. Drude, 1. c. p. 705. 

4) Näheres in meiner Dissertation p. 23, 24. 

5) Drudes Lehrb. der Optik, 2. Aufl. p. 380. 1906; die Formel (85) 

_ bei Drude entspricht der Formel (8) in meiner Arbeit. 
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A, die absolute Masse eines Wasserstoffatoms, ist unver- 
änderlich, ebenso m, = m,) e, =e für ein Elektron; außerdem 
ist für die gleiche Substanz M und auch wohl p,?) von Tem- 
peratur und Druck unabhängig. Die einzige von Temperatur 
und Druck abhängige Veränderliche wäre hiernach 9,. Da 
pach (14) A,? proportional ist mit 9,, so folgt, daß für eine 
Elektronengattung (A) die Eigenwellenlänge A, gleichzeitig mit 
der Beweglichkeit +, zunimmt oder abnimmt. Uber die Ände- 
rung von n?— 1/d mit der Temperatur liegen sehr viele Beob- 
achtungen vor.?) 

In Tab. 1% meiner Dissertation habe ich gezeigt, daß für 
verschiedene Flüssigkeiten n?—1/d abnimmt mit steigender 
Temperatur; diese Rechnungen berechtigen wohl zu dem Schluß, 
daß für alle durchsichtigen Flüssigkeiten n? — 1/d abnimmt’) 
mit steigender Temperatur, in dem Intervall von 10—30°, oft 
auch in größeren Intervallen.®) Aus (27) folgt in Verbindung 
mit den auf (27) folgenden Erörterungen, daß in diesem Tem- 
peraturintervall die Beweglichkeit der Elektronen in durchsichtigen 
Flüssigkeiten im Mittel abnimmt mit. steigender Temperatur (bei 
konstantem Druck), d.h. die quasielastischen Kräfte nehmen zu.”) 
Gleichzeitig folgt aus diesem Verhalten der Flüssigkeiten, daß 
in diesem Temperaturintervall®) eine Temperatursteigerung (unter 
konstantem Druck) Verschiebung der Absorptionsstreifen 4, im 
Ultraviolett (und Ultrarot) nach der Seite der kleinen Wellenlängen 


1) m ist unveränderlich, solange die Elektronengeschwindigkeit klein a 
ist relativ zur Lichtgeschwindigkeit. 
2) Solange nicht Dissoziationen in Betracht kommen. ——| 
8) Vgl. meine Dissertation p. 26. 
4) Berechnet nach Beobachtungen von Landolt, Wüllner, 
Weegmann. 
5) Und xwar um so mehr, je kleiner die Wellenliinge ist, ent- 
sprechend (27) 


d’ 

(4- — Ie en 2 ais): 

6) Vgl. das Verhalten von A*— 1/d für Wasser nach Rühlmann, 

np’— 1/d für CS, nach Ketteler. 
7) Gleichung (8). 

8) Bei hohen Temperaturen kann eventuell der umgekehrte Fall 

eintreten. 
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bewirkt. Es ist jedoch nicht ausgeschlossen, daß auch bei 
einigen!) Elektronengattungen die Beweglichkeit zunimmt, 
Meine Schlüsse sind nur gezogen für die Eigenschwingungen 
der negativen Elektronen im Ultraviolett, eventuell für die 
positiv geladenen Atomgruppen mit Eigenschwingungen im 
Ultrarot. Aus (27) kann also kein Schluß auf die Veränderung 
£ der Eigenwellenlängen im sichtbaren Spektrum mit der Tem- 
peratur gezogen werden, da (27) im sichtbaren Spektrum nicht 
mehr gilt, wenn intensive Absorption in demselben auftritt, 
dann muß eben (4) und (5) angewandt werden. Dagegen gilt 
“ auch dann noch Formel (14), solange die Reibungskoeffizienten 
der Elektronengattungen im sichtbaren Spektrum klein sind.?) 
we Nach Drude’) ist es sehr wahrscheinlich, daß auch die Ab- 
eon er sorptionsstreifen im sichtbaren Spektrum durch die Eigen- 
schwingungen der negativen Elektronen entstehen. Eine nahe- 
liegende Annahme ist die, daß sich die negativen Elektronen 
mit Eigenschwingungen im sichtbaren Spektrum bezüglich der 
Änderung der quasielastischen Kräfte und damit auch bezüg- 
lich der Verschiebung der Absorptionsstreifen mit der Tem- 
x peratur qualitativ gerade so verhalten wie die negativen Elek- 
 tronen mit Eigenschwingungen im Ultraviolett. Zeigen einige 
_ Flüssigkeiten das entgegengesetzte Verhalten, nämlich bei 
_ Temperatursteigerung Verschiebung der Absorptionsstreifen im 
a re Spektrum nach der Seite der längeren Wellen, so 
widerspricht dies nicht der Dispersionstheorie; zwei Umstände 
können das Verhalten solcher Flüssigkeiten erklären: Entweder 
= die im vorhergehenden Satze enthaltene willkürliche An- 
nahme nicht zu, oder es muß auch die Veränderlichkeit der 
Reibungskoeffizienten r, mit der Temperatur berücksichtigt 
werden. 
Bei festen Körpern ist bei Betrachtung der Änderung von 
n*—1/d die Reduktion auf das Vakuum notwendig.) Zur 
Betrachtung der Änderung von n?— 1 /d für feste Körper mit 


1) Etwa bei den ultraroten (Atomgruppen mit positiver Ladung). 

2) Vgl. hierzu meinen Aufsatz in den Ann. d. Phys. 28. p: 595, 
Anm. 1. 1907. 

8) P. Drude, 1. c.. p. 724, 725, 958. a: \ 

4) C. Pulfrich, Wied. Ann. 45. p. 620—622. 1892. .unsarlaio 
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der Temperatur wähle ich die sehr genauen Versuche von 
Pulfrich.?) 

AN sei die Änderung des absoluten Brechungsexponenten 
für 1°C. und für eine bestimmte Mitteltemperatur ¢ (meist 
50—-60°%. Bei Gläsern hat die Größe p,/H.M in (27) keinen 
Sinn; man setzt dann einfach d = const.N,. Für alle die- 
jenigen von Pulfrich untersuchten festen durchsichtigen 
Körper, bei denen AN positiv ist, folgt ohne weitere Rech- 
nung, daß N?— 1/d zunimmt mit wachsender Temperatur; 
denn d nimmt ab, und N?— 1 nimmt zu bei positivem AN.) 
Für die andern von Pulfrich untersuchten festen Körper, mit 
negativem AN, ist folgende Rechnung durchzuführen: es 
kommt darauf an, das Vorzeichen on 0 
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zu bestimmen; N’ ist der absolute Brechungsexponent für die 
Temperatur ¢+ 1, N für 2°. d, sei die Dichte bei 0°, 3« der 
kubische Ausdehnungskoeffizient, so daß nunmehr das Vor- 
zeichen von 


oder auch von 


(27a) 3a.60) + 8a(N?— 


zu bestimmen ist. Ba. 
Es ergab sich, daß für Steinsalz und Sylvin®) R?— 1/d 

zunimmt mit wachsender Temperatur. Daß ® und somit 

M-ı 

d d 

wächst mit abnehmender Wellenlänge für alle von Pulfrich 

untersuchten festen Körper, kann folgendermaßen gezeigt werden: 

Nach den Beobachtungen von Pulfrich®) nimmt AN für feste 

Körper im algebraischen Sinne zu mit abnehmender Wellén- 


1) ©: Pulfrich, 1. c. p. 609—665. 

2) Also für die Gläser: 8.57, 0.165, 0.544, 0.154, 0.658, O. 211, 
0.627 [Schmelznummern]; und für Kalkspat, ord. u. außerord. Strahl, nach 
Vogel. 

3) Ebenso für Flu8spat, Kalkspat. 

4) C. Pulfrich, 1. c. p. 689. Tabelle; auch nach F. J. Micheli, 
Beibl. 29. p. 445. 1905. 
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länge, gleichviel ob AN positiv oder negativ ist. Ist AR 
positiv, dann nimmt nach (27a) w zu mit abnehmender Wellen- 
länge, da überdies auch noch N zunimmt mit abnehmender 
Wellenlänge. Ist AN negativ, dann nimmt ebenfalls 29 AN 
im algebraischen Sinne zu mit abnehmender Wellenlänge, 
trotzdem N zunimmt; denn |AN| nimmt dann stärker ab als 
N zunimmt, z. B. für Quarz, ord. Strahl: 


AR: — 0,649.10°5 für C, — 0,638.1075 für D, 


Eh, N: 1,542... für C, 1,544... für D. 


Die festen Körper zeigen also bezüglich der Änderungen 
der +, und A, bei Temperaturerhöhung unter konstantem Druck 
gerade das umgekehrte Verhalten wie die Flüssigkeiten. Bei 
den festen Körpern bewirkt eine Temperaturerhöhung unter kon- 
stantem Druck im Mittel eine Zunahme der Elektronenbeweglich- 
keit und eine Verschiebung der Absorptionsstreifen im Ultraviolett 
(und Ultrarot) nach größeren Wellenlängen. 

Nach (10) ist der den Einfluß der ultraroten Eigenschwin- 
gungen darstellende Koeffizient 


‘ N, N; +, e, P- 1 

Aus der Elektronentheorie folgt also, daß & sich bei Tem- 
peratursteigerung oder Drucksteigerung derart ändert, daß 


immer Proportionalität zwischen k und der Dichte d besteht, 
oder: 


(29) 


4 a 


bd 

Dabei ist es ganz gleichgültig, ob die Beweglichkeiten 7, 
der ultraroten Ionengattungen zu- oder abnehmen bei Tem- 
peratursteigerung. Es sei d=d,(l — 3«t) oder angenähert: 
d,,,=4,(1—34¢), d.h. öd/d=—3« pro 1°. Bei Flüssigkeiten 
wird man bei größeren Temperaturdifferenzen auf die Veränder- 
lichkeit von A Rücksicht nehmen müssen. Es sei etwa & für 
Wasser bei 0°: 0,013414 (A in mw), dann ist nach (29)?) & bei 
80°: 0,013414(1 — 0,028) = 0,013038. 


1) Aus (28) folgt mit (18, (18a) schließlich wieder (20). 
2) ök braucht nicht unendlich klein zu sein, sondern (29) gilt auch 
für endliche Werte von 6k. 
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- fragt sich nun, ob die Folgerungen aus (27) experi- 
mentell bestätigt werden. Pulfrich!) kommt zu dem Schlusse, 
daß das Verhalten durchsichtiger fester Körper unter dem Einflub 
der Temperatur erklärt werden kann dadurch, daß eine Tem- 
peratursteigerung die Absorptionswirkung im blauen und ultra- 
blauen Teile des Spektrums vergrößert; er kann aber nicht 
entscheiden, „ob nun bei sämtlichen durchsichtigen festen 
Körpern eine Zunahme der Absorption im Blau bei unver- 
änderter Lage der Mitte des Absorptionsstreifens oder ob nur 
ein einfaches Vorrücken des Absorptionsstreifens in der Rich- 
tung vom blauen zum roten Ende des Spektrums stattfindet.“ 2) 
J. O. Reed?) hat die Schlußfolgerungen Pulfrichs auch bis zu 
Temperaturen von ca. 400° bestätigt gefunden. Meine Rech- 
nungen für die von Pulfrich untersuchten festen Körper ließen 
mit Sicherheit auf eine Verschiebung der Absorptionsstreifen 
nach der Seite der längeren Wellen bei Temperatursteigerung 
schließen; dagegen war es natürlich nicht möglich, einen Schluß 
auf die Änderung des Absorptionsvermögens an den einzelnen 
Stellen des ultravioletten Spektrums zu ziehen. 

Die Beobachtungen von J. Koenigsberger‘) haben das 
Gesetz ergeben, daß in festen selektiv absorbierenden Körpern 
steigende Temperatur eine Verschiebung der Absorptionskurven 
nach größeren Wellenlängen bewirkt. Dieser Satz ist in voller 
Übereinstimmung mit meinen Schlußfolgerungen für feste Körper. 

Außerdem bemerkt J. Koenigsberger: 5) „Derselbe Satz 
gilt, wie weitere Beobachtungen ergaben, auch für Flüssig- 
keiten und für die Absorptionsbanden absorbierender Gase.“ 
Auch dies widerspricht nach meinen früheren Erörterungen 
nicht der Theorie®); insbesondere dann, wenn die untersuchten 
Flüssigkeiten Zösungen von Farbstoffen waren, so daß die Ab- 
sorption durch den in einer durchsichtigen Flüssigkeit gelösten 
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2) lc. p. 668. 


8) John O. Reed, Wied. Aun. 65. p. 707-744. 1898. 

4) J. Koenigsberger, Ann. d. Phys. 4. p. 796—810. 1901 (Frei- 
burger Habilitationsschrift 1900; gedruckt bei Teubner in Leipzig). 

5) J. Koenigsberger, Ann. d. Phys. 4 p. 805 unten. 1901; die 
Flüssigkeiten waren wahrscheinlich Lösungen; vgl. Ann. d. Phys. 4. 
p- 803. Anm. 2. 3 

6) Vgl. p. 28 der Dissertation. 
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Farbstoff, also einen bei der betreffenden Temperatur ursprüng- 
lich festen Körper, bedingt ist. Von Interesse wären Absorp- 
tionsmessungen an durchsichtigen Substanzen im Ultraviolett 
zur Ermittelung der Änderung von 4, mit der Temperatur; 
dadurch wäre dann eine direkte Prüfung der Theorie möglich. 
Der aus (27) für die Änderung der Werte 4, gezogene Schluß 
ist von größerer Sicherheit als die direkte Berechnung von A, 
aus (2), bei der. doch immer eine Annahme über die Anzahl 
der ultravioletten Absorptionsgebiete gemacht wird. Aus den 
Beobachtungen von F. J. Micheli?) für einige Kristalle ergibt 
sich nach Martens und Micheli?), daß für diese Kristalle A, 
mit wachsender Temperatur nach der Seite der längeren Wellen 
rückt, in Übereinstimmung mit meinen Folgerungen aus (27) 

und (14). 
nt —1 

d 
ist nicht konstant. *) 


W. Voigt‘) hat schon im Jahre 1901 die Veränderung 
der optischen Eigenschaften ponderabler Körper durch mecha- 
nische und thermische Deformation behandelt auf Grund der 
Elektronentheorie. Die von ihm benutzte Dispersionsformel®) 
ist nur formal von der von Drude erhaltenen verschieden, da 
ja die theoretische Grundlage bei beiden dieselbe ist. Ins- 
besondere®) ist A, bei Voigt = 4n(e',2/9,), h,=r,e,2. bei 
Voigt ist 4/2%c. Voigt") gibt zunächst allgemeine Ansätze 
für die Änderung der Parameter %, und %, bei sehr schwachen 
Einwirkungen einer Deformation auf das optische Verhalten 
eines Körpers. Aus diesen Ansätzen und aus seiner Formel (5) 
leitet Voigt die nach der Deformation gültige Dispersions- 
formel®) ab und zieht hieraus alle seine Schlußfolgerungen, 


ist also von der Dichte abhängig, auch 


 DF. J. Micheli, Ann. d. Phye. 7. p. 772—790. 1902. 
2) F. F. Martens u. F. J. Micheli, Beibl. 29. p. 445, 446. 1905. 
8) Vgl. meine Dissertation p. 34, 35. 
4) W. Voigt, Ann. d. Phys. 6. p. 459—505. 1901; vgl. auch 
F. Pockels, Ann. d. Phys. 7. p. 768—170. 1902. 
5) W. Voigt, l. e. p. 461, Formel (5). 
6) GL. (1) bei Voigt p. 460, Gl. (8) meiner Arbeit. 
DW. Voigt, l. ec. p 461. 
8) W. Voigt, 1. e. p. 462 (11); p. 468 (15); p. 464 (17); p. 478 (46) 
und (47). 
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ba § 3. Dispersionsmessungen. 


Zur Messung der Dispersion von Benzol, «&-Monobrom- 


Optische Eigenschaften und Elektronentheorie. 


meinert auf diese Weise die in den drei ersten Abschnitten 
erhaltenen Resultate. Voigt gibt am Schlusse seiner Ab- 


Resultate; ich habe daher die von Voigt gezogenen Schlüsse 
in meiner Dissertation möglichst kurz zusammengestellt, da es 
mir darauf ankam, die Hauptfolgerungen aus der Elektronen- 
theorie in bezug auf die Dispersion und Absorption des Lichtes 
zu zeigen und weil die wichtige Arbeit von Voigt scheinbar 
nicht genügend Beachtung gefunden hat.’ 
Allerdings lassen sich, wie ich gezeigt habe, mehrere der 
von W. Voigt gefundenen Resultate einfacher entwickeln, En: 
Einführung von neuen Parametern in die an Koeffizienten 
schon ziemlich reiche Dispersionstheorie. = 
Im Anschluß an die Voigtsche Arbeit untersuchte Hou- a 
stoun”) den Einfluß der Temperatur auf die Absorption des 
Lichtes in isotropen Körpern. Er bestimmt Extinktions- — 
koeffizienten im sichtbaren Spektrum für sieben farbige Gläser 
und sieben Lösungen, insbesondere zieht er aus seinen Beob- 
achtungen an zwei Goldrubingläsern den bemerkenswerten 
Schluß, daß wahrscheinlich die Anzahl der Elektronen pro 
Masseneinheit mit Eigenschwingungen in dem sichtbaren Spek- 
trum sich beim Erhitzen ändert.?) 


naphthalin und Methyljodid im sichtbaren Spektrum habe ich ; 


1) Z. B. P. Drude in der 2. Aufl. seines Lehrb. d. Optik, p. 880, 
erwähnt gar nicht die Möglichkeit einer Änderung der Beweglichkeiten 9, — 
mit der Dichte; außerdem fehlt die Voigtsche Erklärung für die Kundt- 
sche Regel, für die Veränderlichkeit der Absorptionsspektra mit der Tem- | 
peratur in Kaysers Spektroskopie III. Bd. 1905, p. 85 und 99; dagegen > 
ist die Voigtsche Arbeit im II. Bd. von Kaysers Spektroskopie p. 205 — 
erwähnt und in Winkelmanns Handh. 2. Aufl. VI. Bd. p. 1327 (Autor 
P. Drude). 1906. 

2) R. A. Houstoun, Ann. d. Phys. 21. p. 535—573. 1906. Unter- 
suchungen über den Einfluß der Temperatur auf die Absorption des. 
Lichtes in isotropen Körpern. Göttinger Dissertation 1906 (53 Seiten und 
2 Tafeln). Vgl. auch meine Dissertation p. 40, Anm. 2. 

3) R. A. Houstoun, |. c. p. 565, 573. anne 
Annalen der Physik. IV: Folge. 24. 


. Im IV. Abschnitt seiner Arbeit berücksichtigt er die Wechsel- —__ 
. . 
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die Methode des in sich zurückkehrenden Strahles, die sogenannte 
Autokollimationsmethode!) angewendet. Näheres über die Beob- 
achtungen in der Dissertation p. 40—46. 


al 4. Fehlerquellen und erreichte Genauigkeit bei meinen 
Dispersionsmessungen. 


a Zunächst hat die Abbesche Methode einen kleinen prin- 
zipiellen Fehler, der daraus entsteht, daß in Wirklichkeit das 
Zusammenfallen des Spaltbildes mit dem Spalt nicht direkt 
beobachtet werden kann, weil der Spalt von dem Reflexions- 
prisma bedeckt ist. Um zu entscheiden, wie groß der dadurch 
entstehende Fehler ist, bestimmte ich die Neigung der Licht- 
strahlen, die von dem der Fernrohrachse am nächsten liegenden 
Spaltpunkte kommen, zum Hauptschnitt des Prismas und fand 
é= 12. Es wird also am Teilkreis die Projektion auf den 
Hauptschnitt gemessen. Für die Brechung der Projektion gilt 
4 

n sei der wahre, » der gemessene Brechungsexponent. 

Zu »=1,50000 gehört n—v= —0,5.10~5, zu »=1,70000 
gehört n— = — 0,7.1075, Diese Korrektionen®) sind so klein, 
daß sie bei meinen Messungen nicht in Betracht kommen. 


1) Abbe, Neue Apparate zur Bestimmung des Brechungs- und 
Zerstreuungsvermögens fester und flüssiger Körper, Maukes Verlag, 
Jena 1874 und Czapski, Apparate nach Abbe, Zeitschr. f. Instrumenten- 
kunde, 9. p. 361—863. 1889. Die Abbesche Autokollimationsmethode 
wurde für feste Körper angewandt von C. Pulfrich, Wied. Ann. 45. 
p. 609—665. 1892 und von J. O. Reed, Wied. Ann. 65. p. 707—1744. 
1898. Die Methode des in sich zurückkehrenden Strahls wurde schon von 
J. Duboseq 1860 und O. Littrow 1863 verwendet (vgl. Abbe, |. c. 
p- 4 und Kaysers Spektroskopie 1. p. 375 Anm. 2, p. 511—513. 1900). 
Das von mir benutzte Spektrometer wurde gebaut von der Firma C. Zeiss 
in Jena, das Flüssigkeitshohlprisma war von der Firma Steinheil in 
München hergestellt worden. 

2) H. Kayser, Handbuch der Spektroskopie 1. Formel (14) § 258. 
1900. 

8) Über die anderen Korrektionen und über die Anwendung des 
Pulfrichschen Kriteriums für die Genauigkeit von Dispersionsmessungen 
an durchsichtigen Substanzen vgl. meine Dissertation p. 47—51. 
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| $ 5. Konstanten der Kettelerschen Dispersionsformel für 
Benzol, «-Monobromnaphthalin und Methyljodid; Anwendung 
der Drudeschen Theorie auf diese drei Substanzen. 


Aus vier Beobachtungspaaren (n, A) erhält man zunächst 
Näherungswerte für die vier Konstanten!), die dann so lange 
abgeändert wurden, als sich die Gesamtheit der Fehler, d.h. 
die Summe aller Fehlerquadrate, dadurch zu vermindern schien. 2) 

| Beispielsweise genügte bei Benzol die Vergrößerung von a? um 
| 12 Einheiten der fünften Dezimale und die gleichzeitige Ver- 
| kleinerung von D um 115.10-°, um die Summe der Fehler- 2 
quadrate von 110 auf 68 zu reduzieren.*) Im folgenden sind - 
für jede der drei Substanzen angegeben die Konstanten k, a?, 

A, R,%, und die hieraus berechneten Brechungsexponenten, 
die Grenzwerte p aus dem sichtbaren Spektrum berechnet und 
fir A= 00, außerdem p, nach (17), Berechnungen von & aus 
(20) und (21), A. Die Wellenlängen der meisten Spektrallinien o§ 
werden entnommen aus den Tabellen von Landolt-Bornstein, ee 


A. Benzol, C,H,, = 0, 5) 
k=0,5.10% a? = 2,19028. A, = 178,96.10~% cm. 
R, F, =m — 1 = 0,53072. ys ‘= 0,65956. 


nach (21): = 0,296. 10°. 0,881. = 38,52.105, 


(21) ergibt also für A einen viel zu großen Wert. Man kann — 
aus (21) einen kleineren Wert erhalten, wenn man v, nicht — 
gleich v(= 30) wählt, sondern kleiner als die Summe der Va- 
lenzen im Molekül.) Am Benzol hat Drude die Formel (21) 
für A nicht geprüft.) Es ist 0,296.10°/M.d = 3,33.10°. 


1) A ist in Zentimeter gerechnet; 1 ua = 107" cm. £ 

2) E. Ketteler, Wied. Ann. 30. p. 307. 1887 und Pogg. Ann. 140. 
p- 28 oben. 1870. 
8) = Mer — Mpeop, in Einheiten 10°%. 

4) Landolt-Börnsteins Tabellen, 3. Aufl. p. 617, 618. 1905. 
5) Beob. und ber. Brechungsexponenten in Tab. 7 der Diss. 
6) Eine Andeutung für diese Annahme von v, ohne weitere oe aS 
von experimentellen Belegen hierfür macht Drude l. c. p. 728 bei Se, 
nung eines oberen Grenzwertes der ultraroten Eigenwellenlängen, indem \ 
er sagt: „Auch bei Doppelbindungen (Benzol) ist vielleicht ®, < v zu 
wählen“ usw., „weil die Zahl der lose sitzenden Elektronen dann kleiner 
als ist.“ 
7) Vgl. Anm. 2 p. 20, außerdem p. 10 der Diss. 
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M,=M, p,=1,v,=6 ergibt k = 1,5.105, 
M, = H, 2,=6,0u,=1 „ k= 199.10, 
M.=CH=18,p =56,v,=1 „ %k=1,5.10°. 


os Aus diesen Zahlen folgt, daß Formel (21) nur dann mit der 

Beobachtung übereinstimmt, wenn man an Stelle der Valenz- 
SE summe v eine kleinere Zahl, etwa 6, einsetzt. Nimmt man 
einzelne Atomgruppen mit positiver Ladung schwingend an, 
dann muß in (20) auch für diese Atomgruppen nicht der ihnen 
_ gukommende normale Wert v, eingesetzt werden, welcher der 
Valenzsumme der Atomgruppe entspricht, ‚sondern ebenfalls 


ein kleinerer Wert. Es ist weiter dt 3 


gleich Summe der Dielektrizitätskonstanten der Ionen, deren 
_ Eigenschwingungen im Ultrarot liegen. Nimmt man nur er 


= 2,288 bei 18°;}) ME 1075 oder 2, = 14 u 


Br 1.10° würde 4, = 9,9 ü, A = 1,5.10°, A, = 8,1 u ergeben. 
Diese Rechnungen sind i in Übsreinstimnung mit Beobachtungen 
von Julius’), der Absorptionsmaxima im Ultrarot findet bei 
2,2 u; 3.21 u; 4,30 u; 6,0; 8.05; 8,98; 9,9; 11,2; 11,9 u und 
mit Beobachtungen von Rubens und Aschkinass°), nach 
denen Benzol für Wärmestrahlen von sehr großer Wellenlänge 
5 ay 31,6; 51 und 61 u) in hohem Grade durchlässig ist. Be- 
 züglich der Größe von A, bestätigt sich die Theorie. Nach 

_ Drude‘) läßt sich auch auf andere Art ein oberer Grenzwert 
für die ultraroten a eines Stoffes angeben; es ist — 


(82) =" .1,84.10-* 4 


1) B. B. Turner, Zeitschr. f. physik. Chemie 35. p. 414. 1900. 

= 2) W. H. Julius, Winkelmanns Handb. der Physik II. 2. 
sp, 289. 1896. 
: 8) H. Rubens u. E. Aschkinass, Wied. Ann. 64. p. 602—605. 1898; 
65. p. 250. 1898; hierzu H. Rubens, Wied. Ann. 69. p. 576—588. 1899. 
4) P. Drude, I. ce. p. 722. 728. 
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oder genauer: 
(32a) 1,= . 1,84. 10-4 


von Drude ee re ) Nach Tab.7 meiner Diss. ® 
ist A, = 179 uw. Nach J. Pauer?) hat das Absorptionsspektrum 
des Benzols im Ultraviolett Maxima bei 262; 255; 249; 243,5 
und 238,5 wu. Der berechnete Wert von A, ist der Theorie?) 
entsprechend nur ein unterer Grenzwert für die größte ultra- 
violette Eigenwellenlänge; doch ist dazu zu bemerken, daß die ~ 
Absorptionsbeobachtungen von Pauer sich nicht bis zur Wellen- 
länge 179 un erstreckten, daß also noch nicht beobachtet ist, — 

ob bei 179 wp starke Absorption vorhanden ist oder nicht. 


p,.— = 5,95.10" nach (17). 


Aus Tab. 8 meiner Dissertation folgt, daß p.e/m nicht kon- _ 
stant ist für verschiedene A, infolge der Inkonstanz von d,,/r,r, 
also haben nach (26) die Elektronen verschiedene ultraviolette 
Eigenwellenlängen. p.e/m wächst, wie es ja die Theorie ver- _ 
langt, mit zunehmender Wellenlänge. oe 
Es war von Interesse, zu sehen, welcher Wert & sich aus 

den Beobachtungen von H. Th. Simon‘) ergibt, da die Rech- 
nungen von Martens?°) mit der dreikonstantigen Formel (la) 
die Beobachtungen von Simon sehr schlecht darstellen; es 
ergaben sich nämlich bei Martens Differenzen 0 = myer, — Nneob. _ 
zwischen — 12.10-* und +12.10-% Ich habe aus den 
Simonschen Beobachtungen ohne weitere Ausgleichung der 
Konstanten folgende Werte gefunden: E 
hk = 4,48.10°, a? = 2,18792, A, = 182,261 py 

R 9, = m — 1 = 0,57082, Daw = 0,61699; 9) 


Die Ausgleichung der Konstanten ergab einen Kleiberen Wert 
als k = 4,5.105, nämlich 
k=1.10°cm”?, a? = 2,18690, = 0,56990; 


1) Vgl. Anm. 1 p. 53 meiner Diss. 

2) J. Pauer, Wied. Ann. 61. p. 863. 1897. 

3) P. Drude, 1. ce. p. 698 oben. SE 

4) H. Th. Simon, Wied. Ann. 58. p. 542—558. 1894. 
8) F. F. Martens, Ann. d. Phys. 6. p. 6083—640. 1901. 

6) Beob. und ber. Brechungsexponenten in Tab. 9 meiner Diss. 
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die anderen Konstanten wurden ungeändert gelassen; es er- 
geben sich dann Differenzen 3’, die nunmehr nur noch bis 
34.1075 ansteigen. Aus meinen Rechnungen für die Simon- 
schen Beobachtungen (A = 283 uu bis 768 wu) folgt also, daß k 
nicht gleich Null gesetzt werden darf. 

B. «-Monobromnaphthalin, C,,H,Br, ait = 1,487. 


k = 6,91.10% a? = 2,62920. A, = 236,367.10—" cm. 
N, F, = m— 1 = 0,96049. D = 0,66871. 

k nach (21): k = 23,66.10°. Dieser Wert ist, analog wie 

bei Benzol, viel gréBer als der aus der Beobachtung erhaltene. 


Setzt man in (21) anstatt v = 48 die Zahl v, = 26 ein, dann 
wird k = 6,94.10°, oder etwa: 


M= H=1, p,=3, v, =1: k= 6,4.10° 
M, = CH = 13, p, = 7, v, = 2: k = 4,6.10° 


— = 5,43.10° nach (17). 


Aus (26) und Tab. 11 meiner Diss. folgt wieder, daß die 
Elektronen verschiedene ultraviolette Eigenwellenlängen haben; 
p.e/m wächst, der Theorie entsprechend, mit wachsender 
Wellenlänge. Es ist s= 5,17.2) Aus (81) folgt analog wie 
bei Benzol: 


nach (20) 


5,17 — 2,68 „n— 
aus (32a) mit v= 26: 4.2194. Im Ultrarot liegen für 
Bromnaphthalin keine Absorptionsmessungen vor. Der aus 
meinen Dispersionsmessungen berechnete Wert A, = 236,4 uu 
stimmt mit dem von Martens bei 228 und 232 uu be- 
obachteten Reflexionsmaximum gut überein. 


C. Methyljodid, CH,J, d—’~ = 2,280. 


k= 2,0.105. a? = 2,28129. A, = 174,73.107”"cm. 
N,9, = m— 1= 0,50665. D= m’ = 0,77464.) 
hk nach (21): & = 2,15.10°. 


on 


1) Beob. und ber. Brechungsexponenten in Tab. 10 meiner Diss. z 3 
2) Bei 19° nach Turner, ].c. p. 428. ei 
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SE eae 8) Beob. und ber. Brechungsexponenten in Tab. 12 der Dis 


Formel (21) trifft also bei Methyljodid zu, soweit sich dies 
aus meinen nur im sichtbaren Spektrum vorgenommenen Dis- 
persionsmessungen entscheiden läßt.) Es ist <= 7,1.%) Aus 
(31) folgt, analog wie bei Benzol: Bet 

12 _ 11-238 
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Aus (32a) folgt für v. = 8: 1 54Tu. 
Ausgedehnte Absorptionsmessungen im Ultrarot liegen 


vor von M. [k16%), der als stärkstes Absorptionsmaximum 
7,47 bis 8,06 findet. Für das ultraviolette Spektrum liegen 


Angaben nicht vor. 
p,-2-=5,15.107 nach (17). 
m 


Aus (26) und Tab. 13 der Diss. folgt wieder, daß, die 
Elektronen verschiedene ultraviolette Eigenwellenlängen haben; 
p.e/m wächst, der Theorie entsprechend, mit wachsender 
Wellenlänge. 

Aus meinen Messungen folgen schließlich für die drei unter- 
suchten Flüssigkeiten folgende Grenzwerte für p.e/m. 107" für 
das Intervall H, H,*), wobei k=0 gesetzt wurde’); 


berechnet durch 


Benzol, C,H, . 16,2 
a- -Monobromnaphthalin, 22,82 27,0 
Methyljodid, CH,J. . . 0. 12,85 11,9 


Für Benzol und Methyljodid stimmt der beobachtete 
Wert p.e/m mit dem berechneten ebensogut überein, wie in 
den Drudeschen Tabellen p. 706—709. Benutzt man & nach 
(21), dann sind die Verhältnisse ähnlich, Für «-Monobrom- 
naphthalin ist keine Übereinstimmung vorhanden.’) Die Gründe 


1) Welche Verschiebungen die vier Konstanten von (2) erfahren 
können, wenn man sich auf kleinere Intervalle beschränkt, zeigt deutlich 
das von E. Ketteler, Wied. Ann. 30. p. 316. 1887 gegebene Beispiel. 

2) Für 20,4° nach Turner, 1.c. p. 428. 

3) Kaysers Spektroskopie 3. p. 533. 1905. 

4) Mitte dieses Intervalls ist 460 uu; die Werte sind durch Inter- 
polation erhalten. 

5) Vgl. p. 23 der Diss. 

6) Aus der von Drude |. c. p. 717 gegebenen Tabelle. 

7) Aus Beobachtungen von B. Welter (Wied. Ann. 42. p. 511, 512. 
1891) berechne ich p.e/m.10—" = 22,6 (für k = 0) in Chensinstinmung 
mit meinen Beobachtungen. 
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hierfür sind die folgenden: Infolge der großen ultravioletten 
Eigenwellenlänge wächst p.e/m rasch mit zunehmender Wellen- 
länge; dadurch wird eine mangelhafte Übereinstimmung leicht 
möglich. Außerdem wurde der Wert von p.e/m.10~" für 
Brom in Benzolderivaten von Drude nur aus einer Substanz 
abgeleitet (Brombenzol); für Brombenzol muß natürlich dem- 
entsprechend in den Drudeschen Tabellen die Beobachtung 
mit der Rechnung stimmen. Drude hat auch nur wenige 
Benzolderivate in den Kreis seiner Rechnungen gezogen und 
hat bei Naphthalin das Intervall D bis 7, zur Berechnung von 
p.e/m benutzt, wodurch dieser Wert zu groß wird relativ zu 
den anderen. Daher habe ich in § 6 für eine größere Anzahl 
von Benzolderivaten die Drudeschen Rechnungen weitergeführt. 

"Die Werte von p für A= oo sind: bei Benzol 12,9 [v=30], 
bei «-Monobromnaphthalin 21,5 [v= 48], bei Methyljodid 
9,4 [v= 8].4) Also auch für A= oo ist bei den Benzol- 
derivaten p immer noch erheblich kleiner als die Valenz- 
summe, während bei dem ein Atom Jod enthaltenen Methyl- 
jodid p größer als die Valenzsumme ist. 

Für p,.e/m wurden die folgenden Werte erhalten: bei 
Benzol 5,95.10", bei &-Monobromnaphthalin 5,43.10°, und 
bei Methyljodid 5,15.10°. Diese drei Werte sind sehr wenig 
voneinander verschieden und zeigen den Einfluß der chemischen 
Konstitution fast gar nicht im Gegensatz zu den Werten p.e/m. 
Der Berechnung der Werte p, liegt eine willkürliche Voraus- 
setzung zugrunde?), während die Berechnung der Zahlen p 
nach (24) von einer solchen Voraussetzung frei ist. Es werden 
daher beim weiteren Ausbau der Drudeschen Theorie wohl 
nur die Werte p in Betracht kommen, zu deren Berechnung 
die Konstanten der Dispersionsformel und die Anzahl der 
Absorptionsgebiete im Ultraviolett nicht bekannt zu sein 
brauchen. Der zur Berechnung der Größen r nach (23) nötige 
Koeffizient & der Dispersionsformel (2) kann zum Zwecke der 
Berechnung von p im blauen Ende des sichtbaren Spektrums 
näherungsweise gleich Null gesetzt werden.?) 

1) e/m =1,5.10" angenommen. 


2) Vgl. Formel (17) und Formel 


8) Vgl. p. 23 meiner Diss. 
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$6. Neuberechnung von p.e/m nach Beobachtungen von 
Landolt, Brühl und anderen. Neuberechnung von p.e/m für 
die einzelnen Atomgruppen. Einfluß einer doppelten Bindung 

zwischen zwei Kohlenstoffatomen, Einfluß einer dreifachen 
Bindung. Abhängigkeit des Grenzwertes p von der Temperatur. 


Die Tab. 14 meiner Diss. gibt die Resultate meiner Rech- 
nungen für eine große Anzahl von organischen Verbindungen; 
in der vorstehenden Tab. 1 habe ich nur einen kurzen Auszug aus 
dieser Tabelle mitgeteilt. Für ca. 120 Substanzen wurden von 
mir die Rechnungen neu ausgeführt und auch für die Mehrzahl 
der schon von Drude untersuchten Flüssigkeiten die Berechnung 
wiederholt.') Bezüglich der Gase verweise ich auf die von Drude 
gegebene Tabelle.) Die Einrichtung meiner Tabelle ist die 
folgende: In der ersten Kolumne ist außer dem Namen der Sub- 
stanz noch die chemische Formel angegeben, in den anderen 
Kolumnen folgen der Reihe nach Molekulargewicht (0 = 16,00), 
Dichte und Valenzsumme, p.e/m.10~" (für A=0), wie es von 
Drude berechnet wurde?°), mit Angabe des zugehörigen Beob- 
achters, dann die von mir aus den Beobachtungen berechneten 
Werte p.e/m.10”' (für A=0), dann die aus meinen neuen 
Zahlen für die Atomgruppen (Tab. 2) durch Addition er- 
haltenen p.e/m.10~", dann p, hierauf der Name des Beob- 
achters. In der letzten Kolumne habe ich mitunter Werte 
p.e/m.10”? angegeben, wie ich sie aus anderen Beobach- 
tungen berechnete. Die Zahlen sind fast ausnahmslos aus 
den Brechungsexponenten für H, und H, berechnet; die mit * 
bezeichneten Werte wurden erhalten aus den Brechungsexpo- 
nenten für D und F=H,, 

Die Abkürzungen für die Namen der Beobachter bedeuten: 

Ld. Landolt, Ld. J. Landolt u. Jahn, Br. Brühl, Wg. Weeg- 
mann, Hg. Haagen, Nsn. Nasini u. Bernheimer, Schr. Schrauf, 


J.M. Jahn u. Möller, A. Abati, W. Walter, Mr. Martens, Sch. 
Scheel, Ke. Ketteler, L. Lorenz. 
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Die hierbei in Betracht kommenden Abhandlungen sind 
in der Dissertation angegeben. 


1) Hierbei ergaben sich bei einigen Substanzen Drackfehler (oder 
Rechenfehler) in den Drudeschen Tabellen p. 706—709. 
2) P. Drude, |. c. p. 714. ae 
* 83) P. Drude, |. ec. p. 706—709: „p.e/m beobachtet ohne k“. 
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J. W. Brühl hat für zahlreiche Stickstoffverbindungen 
die Dispersion gemessen (über 200 Stickstoffverbindungen; vgl. 
Zeitschr. f. physik. Chem. 16. p. 214—219. 1895 und 22. p. 381 
bis 391. 1897), doch habe ich vorläufig nur für sechs stick- 
stoffhaltige Methanderivate und drei stickstoffhaltige Benzol- 
derivate die Grenzwerte p berechnet. Schon diese ergaben 
ein bemerkenswertes Resultat. 

Aus den in Kolumne VII, Tab. 14 der Dissertation unter 
„p.e/m.10”" beob.“ angegebenen Zahlen habe ich, ähnlich wie 
es Brühl?) für die Atomrefraktion und Atomdispersion getan 
hat, die den einzelnen Atomen zukommenden Werte für p 
abgeleitet und die Konstanten für den Einfluß einer Doppel- 
bindung usw. Die folgende Tab. 2 gibt das Resultat: 


Tabelle 2. 


p.e/m.107? für verschiedene Atome bzw. Atomgruppen, Einfluß von 
mehrfachen Bindungen zwischen C-Atomen auf die Werte p.e/m. 107". 


In 'Methanderivaten oder in Benzolderivaten direkt am Benzolkern 


CH, 5,65 6,25 
O in Athen . . . . 2,11 | Benzolring . — 7,61 
Kohlenstoffdoppelbindung = — 5,08 
C ..... . . . 2,45 | 2 Doppelbindungen * = . — 6,10 
C=O... . 4,46 | 1 Acetylenbindung = . . — 1,82 

16) 

In Benzolderivaten fiir Atome, die nicht 

direkt am Benzolkern (C,) sitzen 


O” ist der Sauerstoff in der Gruppe C=O, O< in der 


Gruppe Od) , die in den Estern vorkommt; der Sauer- 


1) J. W. Brühl, Zeitschr. f. physik. Chem. 7. p. 140—198. 1891. 
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stoff in Äthern ist wohl ebenfalls an zwei C-Atome gebunden, 
das eine dieser C-Atome ist dann aber nicht an O” gebunden. 


Beispiel!) für die Berechnung von p.e/m.10”" nach Tab. 2. 


O 
Essigsäureanhydrid, C,H,O,: C<cu, 
p.e/m.10”"ber. = 4,90 + 9,6 + 8,92 + 3,53 = 26,95. <Cu, 


Aus den Si-haltigen Verbindungen ergeben sich fir Si 
(v= 4) Werte p.e/m.10”? von 0,14 bis 8,59%), also p von 
0,1 bis 5,9; Mittel aus 6 Werten p= 4. ; 

Fir Stickstoff ergeben sich mit Benutzung der Werte aus 
Tab. 2%) mitunter negative Werte für p.e/m‘), die keine 
physikalische Bedeutung haben; doch zeigen diese Werte einen 
bestimmten Gang, woraus man schlieBen kann, daB beim Ein- 
tritt von Stickstoff in das Molekül®) die Werte p für C, (H), O... 
sich ändern. p.e/m.10”? hat nach einer vorläufigen Berech- 
nung aus fünf Substanzen den Wert 4,49 für die Gruppe CH,. 
Läßt man p.e/m.10~" für H ungeändert 1,6, dann ergeben 
sich folgende Zahlen für p.e/m. 


C:1,29; C=0:0,85; OH:2,07; N:3,55.% 


Die hiermit berechneten Zahlen sind: 

Triäthylamin 35,29; Diäthylamin 26,31; Propylamin 21,82; 
Hydroxylamin 8,82; Formamid 9,20; #-Methylhydroxylamin 
13,31. Dieses Verhalten der stickstoffhaltigen Verbindungen 
ist ein Beweis dafür, in welch hohem Grade die Grenzwerte p 
von der Konstitution beeinflußt werden. BEN 

Das Verhalten von Substanzen mit einer Doppelindungg 
war von Drude noch nicht untersucht worden. Allerdings 
befindet sich in den Tabellen bei Drude, 1. c.p.706—709 eine 
Substanz mit einer Kohlenstoffdoppelbindung, das Tribrom- _ 
äthylen, C,HBr,. Daß dieses eine Doppelbindung besitzt, hat 


1) Weitere Beispiele in der Diss. p. 74. else 
2) Auch die Atomrefraktion des Siliciums ist nach Abati sehr ~~ 
variabel. 
8) Auch mit den von Drude, 1. c. p. 717 angegebenen Zahlen. 
4) Vgl. Kolumne VIII in Tab. 14 meiner Diss. 
5) Auch in N-haltigen Benzolderivaten. 
6) Den gleichen Wert fand Drude l.c. p. 714 für gasförmigen 
Stickstoff. 
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Drude jedenfalls übersehen. Drude nimmt bei den Benzol- 
derivaten die Benzolformel von Kekul6?) an und fährt dann fort: 
„p wird durch vorhandene Doppelbindungen kleiner.“ Da aber ver- 
schiedene Theorien für die Struktur des Benzols existieren ?), so 
war es nötig, diesen Satz besonders zu beweisen. Meine Rech- 
nungen für Substanzen, bei denen man sogenannte Doppel- 
bindungen als sicher vorhanden annimmt?°), haben nun tatsäch- 
lich gezeigt, daß die doppelte Bindung zwischen zwei Kohlen- 
stoffatomen qualitativ denselben Einfluß hat wie die besondere 
Art der Bindung im Benzolringe. Auch quantitativ lassen sich 
die Werte p gut darstellen. Bei einigen Substanzen mit Doppel- 
bindungen und bei einigen Benzolderivaten ist die Überein- 
stimmung zwischen „p.e/m beob.“ und „p.e/m ber.“ schlecht, 
so beim crotonsauren Äthyl, aconitsauren Äthyl, Tribromäthylen, 
Acetylendibromid, Thymol, Methylsalicylsäure und einigen 
anderen (vgl. Tab. 14 der Dissertation. Doch zeigen verschie- 
dene dieser Substanzen besondere konstitutive Eigenschaften.‘) 

Außerdem zeigen ja die in Tabelle 1 mehrfach vor- 
kommenden Beispiele, wie verschieden oft die Werte p nach 
verschiedenen Beobachtern ausfallen trotz Benutzung des 
gleichen Intervalles 4, bis H,, insbesondere beim Hexylen, 
beim Isoamylformiat (zwei verschiedene Präparate nach Lan- 
dolt), beim Amylen, beim Cymol. Die bei einigen Methan- 
derivaten vorkommenden größeren Abweichungen erklären sich 
wohl alle durch geringe Verunreinigungen der Substanzen 
oder durch Beobachtungsfehler in der Messung der Dispersion. 
Der Einfluß von Beobachtungsfehlern®) bei n ist für die Be- 
rechnung von p nach (24) folgender: 

Es ist für k = 0: 


1) P. Drude, l.c. p. 715: ,,Benzol hat drei, Naphthalin sechs Doppel- 
bindungen.“ Naphthalin hätte übrigens nur fünf Doppelbindungen. 

2) In dem Lehrbuch der organ. Chemie von A. F. Holleman, 
4. Aufl. p. 304—309. 1905 sind drei Benzolformeln erwähnt, die von 
Baeyer, Kekulé und Thiele. 

8) A. F. Holleman, l. ec. p. 129—132, 136 unten, 143—147. 
4) Vgl. meine Dissertation p. 76. 

5) Der Einfluß eines Fehlers in der Dichte d ist leicht zu beurteilen. 


® 
4 
: 
e 


Optische Eigenschaften und Elekironentheorie. 708 


by ö Für das Intervall H, H, ist 


e\_ +aMj_ 1 (m,?—1% 5m , 1 (m’- 1)? Om, 


Ist im günstigsten Falle dn, = ön,, also die Dispersion n, —n, 
richtig, aber die absoluten Werte n,, n, um den gleichen Be- 


trag falsch, dann ist angenähert pe Ta det 
(85) 


Zur Beurteilung der Unsicherheit des Wertes p.e/m ist die 
Annahme des ungünstigsten Falles nötig dn, = —dn, (dies zur 
Vereinfachung, im allgemeinen wird |dn,| von |dn,| ver- 
schieden sein). Unter dieser Annahme wird f 
e +4 M — 1)? On 
(36) a( =) 8,51 
Ist beispielsweise dn, positiv und dn, negativ = —dn,, also 
die Dispersion zu klein, dann ist d(p.e/m) positiv. 
Acetylendibromid nach Weegmann?) bei 10°: 
= 1,57173 M 


Aus (35) folgt fir dn = 107°: Ei RR £ 


0008.00, 
dagegen aus (86) für 
ö(p.e/m) = 0,04.10°; 


hierbei ist also d(n, —n,) = — 2.107%. 
Drude bemerkt?): „Innerhalb 0° bis 20° variiert p.e/m 
nicht merklich mit der Temperatur.“ Ich untersuchte daher 


die Veränderung von p.e/m mit der Temperatur für a 
und fand) folgendes: 


1) Zwei weitere Beispiele in meiner Dissertation p. 78, 79. 

2) Weegmann, Zeitschr. f. physik. Chem. 2. p. 236. 1888. ; 
8) P. Drude, l.c. p. 707. Anm. 1. Pr 
4) Angabe des Beobachtungsmaterials in der Dissertation. et At 
5) Vgl. die Dissertation p. 79. A 
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Bei drei Flüssigkeiten (Schwefelkohlenstoff, Athylenchlorid, 
Anilin) bleibt p.e/m ungeändert bei Steigerung der Tem- 
peratur von 10° auf 20°, bei Benzol, Wasser, Athylenbromid 
nimmt p.e/m ein wenig zu, bei Acetylendibromid ab; doch 
können diese Veränderungen eventuell durch kleine Beobach- 
tungsfehler verursacht sein.) Man kann also innerhalb der 
gewöhnlich vorkommenden Temperaturen (10°— 830°) die Werte 
p.e/m für dieselbe Substanz als konstant annehmen; jedenfalls 
ist der Einfluß von geringen Verunreinigungen der Substanz 
viel größer als der Einfluß einer Temperatursteigerung um 20°, 

Endlich habe ich die Beobachtungen von Walter?) und 
von Martens?) über die Dispersion des Diamanten zur Neu- 
berechnung des Grenzwertes für die Zahl schwingungsfähiger 
Elektronen pro Kohlenstoffatom verwendet.*) Die Dichte d=3,52 
habe ich angenommen nach Landolt-Börnsteins Tabellen.) 

Aus den Beobachtungen von Walter berechne ich (k=0 
angenommen) p.e/m.10”? im Mittel 4,09, nämlich 4,093 (H, und 
H,); 4,097 (H, und D); 4,075 (D und H,); aus den Beobach- 
tungen von Martens: im Mittel 3,94, nämlich 3,87: (313 und 
361 wy); 4,054 (361 und 467 wy); 3,899 (467 und 589 up). 
Hieraus folgt zunächst®), daß A sicher von Null verschieden ist. 
Martens’) berechnet folgende Konstanten der Formel (11a) 
aus seinen Beobachtungen: 


WV = 124,56.10—* cm; Thigpen 
ttt 1,8755, also N, 9, = 0,8755; 

m = D = 3,1905; I'm’ = 5,6660 = a?;®) 


1) Vgl. p. 77 und 78 der Diss. hak setter 


2) B. Walter, Wied. Ann. 42. p. 505—510. 1891. 
8) F. F. Martens, Ann. d. Phys. 8. 459—465. 1902. 


ad 4) Veranlaßt durch eine Bemerkung Drudes, p. 709, Anm. 1. 
5) 8. Aufl. p. 226. 1905. 
6) Vgl. p. 22 unten meiner Diss. 
_ 1) F. F. Martens, Ann. d. Phys. 8. p. 459—465. 1902. 


8) Die Dielektrizitätskonstante des Diamanten ist nach W. Schmidt 
(Ann. d. Phys. 11. p. 121. 1908) = 5,50 für A = 75cm [Drudesche Me- 
thode], nach v. Pirani (Fortschritte der Physik, 59. II. p. 33, 34. 1903) 
für Diamant (möglicherweise mit metallischen Einschlüssen) s = 16,47 
fir 4 = w, 
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die hierbei vorkommende größte Abweichung zwischen beob- 
achtetem und berechnetem Brechungsexponent ist — 7.10%. 
Es wäre sehr leicht möglich, daß die Formel (11) oder (2), 
die den Einfluß der ultraroten Absorption nicht vernachlässigt, 
die Beobachtungen von Martens besser darstellt.) Aus den 
von Martens angegebenen Konstanten berechne ich nach (24) 
und (25) p.e/m = 4,11.10° für A = oo, 


Py. — = 2,72.107 nach (12) und (17). 


Nach all diesem ist es sehr wahrscheinlich, daß der Diamant 
mehr als eine ultraviolette Eigenschwingung besitzt; der für 
„= 00 berechnete Grenzwert für die Summe schwingungs- 
fähiger Elektronen pro Kohlenstoffatom ist p = 2,7.[v = 4]. 
RE $7. Zusammenfassung und Schluß, 

1. Das Abbesche Spektrometer, bei dem das Prinzip des 
in sich zurückkehrenden Strahles zur Messung des Brechungs- 
exponenten und der Dispersion verwendet wird, erweist sich 
auch bei Benutzung von Bogenspektren als sehr geeignet, die 
Dispersion von Flüssigkeiten rasch und sehr genau zu messen, 
wenn die zur Dispersionstrommel gehörige Schraube fehlerfrei 
ist oder wenn die periodischen Fehler der Schraube für ihre 
einzelnen Teile bestimmt sind. Eines der Haupterfordernisse 
bei genauen Dispersionsmessungen ist eine möglichst konstante 
Temperatur des zu untersuchenden Körpers. 


2. Für die drei von mir untersuchten Flüssigkeiten, Benzol, 
«-Monobromnaphthalin und Methyljodid, bestimmte ich, soweit 
dies aus Beobachtungen nur im sichtbaren Spektrum möglich 
ist, die Konstanten der vierkonstantigen Dispersionsformel 
Di? m’ i? 


oder IP +m + 


+ 


für die noch keine Bestimmungen vorlagen. Die hieraus ge- 
zogenen Schliisse auf die Lage der Absorptionsgebiete im Ultra- 
violett und Ultrarot wurden, soweit überhaupt Beobachtungen 


1) Vgl. z. B. meine Rechnungen für Benzol. 
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vorhanden waren, durch die Erfahrung bestätigt. Die Voraus- 
berechnung des Koeffizienten k, der den Einfluß der ultraroten 
Absorptionen auf den Brechungsindex darstellt, nach der 
Drudeschen Formel 4 = 0,296..10°d.v?/M? ergibt für Benzol 
und «&-Monobromnaphthalin viel größere Werte als die Be- 
obachtung. 

3. Für die Wellenlänge 4 = 0 folgt aus der Elektronen- 
theorie der Brechungsindex n = 1 und der Absorptionsindex 
x = 0. 

4. Die Beweglichkeit #, der Hlektronengattungen mit 
Eigenschwingungen im Ultraviolett nimmt bei durchsichtigen 
Flüssigkeiten im Mittel ab mit steigender Temperatur für das 
Intervall 0—30° (für manche Flüssigkeiten auch in viel größeren 
Intervallen); hieraus folgt bei Steigerung der Temperatur eine 
Verschiebung der Absorptionsgebiete nach kürzeren Wellen- 
längen. Bei den festen Körpern bewirkt eine Temperatur- 
erhöhung unter konstantem Druck im Mittel eine Zunahme 
der Beweglichkeit der Elektronen mit Eigenschwingungen im 
Ultraviolett und im sichtbaren Spektrum und eine Verschiebung 
der Absorptionsstreifen nach größeren Wellenlängen. Diese 
Abhängigkeit der Elektronenbeweglichkeit von Temperatur und 
Druck erklärt auch die Änderung von oh 


d m+2 d 


mit Temperatur und Druck. Über die Abhängigkeit der Be- 
weglichkeit der positiv geladenen Atomgruppen von Temperatur 
und Druck läßt sich nichts Bestimmtes aussagen, da der Ein- 
fluß der ultraroten Eigenschwingungen auf den Brechungsindex 
viel kleiner ist als derjenige der ultravioletten Eigenschwin- 
gungen. Wird überhaupt der Einfluß der ultraroten Eigen- 
schwingungen berücksichtigt, so geschieht dies meist durch 
das Glied — kA? in der Dispersionsformel; A ändert sich aber 
so mit Temperatur und Druck, daß stets die Gleichung gilt: 


Veränderung von k _ Veränderung der Dichte 


k Dichte 


wobei es gleichgültig ist, wie sich die Beweglichkeiten der 
ultraroten Ionengattungen ändern. 
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5. Aus dem von Drude gegebenen Kriterium folgt, daß 
enzol, «-Monobromnaphthalin und Methyljodid und wohl die 
meisten organischen Verbindungen mehr als eine Eigen- 
schwingung im Ultraviolett besitzen. 


6. Der Grenzwert p der Summe schwingungsfähiger Elek- 
tronen pro Molekül kann im Intervall 10—30° als unabhängig 
von der Temperatur angesehen werden und wächst mit wachsen- 
der Wellenlänge. Es muß daher zur Vergleichung der Zahlen p 
bei verschiedenen Substanzen ein bestimmtes Intervall im 
Spektrum, etwa das der beiden Wasserstofflinien H, und H,, 
verwendet werden. Die Zahlen p sind sehr empfindlich gegen- 
über geringen Verunreinigungen einer Substanz, zeigen also 
dasselbe Verhalten wie die Brühlsche Molekulardispersion. 


7. Der Einfluß einer doppelten oder äthylenischen Bin- 
dung zwischen zwei Kohlenstoffatomen im Molekül auf die 
Grenzwerte p läßt sich durch eine negative Konstante aus- 
drücken. Durch Doppelbindungen erhält also die Beweglichkeit 
der (ultravioletten) Elektronen stärkere relative Verschieden- 
heiten, gerade so wie durch die besondere Art der Bindung 
zwischen den sechs Kohlenstoffatomen im Benzolkern. Sub- 
stanzen mit zwei Doppelbindungen im Molekül sind ebenfalls 
durch eine negative Konstante charakterisiert, die jedoch dem 
Absolutwert nach nicht doppelt so groß ist wie bei einer 
Doppelbindung. Die dreifache Bindung oder Acetylenbindung 
zwischen zwei Kohlenstoffatomen verhält sich qualitativ ähnlich 
wie eine Doppelbindung, hat aber geringeren Einfluß auf p 
als diese. Die Grenzwerte p für ein Atom sind verschieden, 
je nachdem dasselbe direkt am Benzolkern oder erst in einer 
Seitenkette sich befindet. Tritt Stickstoff in das Molekül einer 
organischen Verbindung ein, dann ändern sich die Grenzwerte p 


für C, (H), O. 


8. Durch die von mir ausgeführten Rechnungen ist die 
Drudesche Theorie derart erweitert worden, daß sie der 
Landolt-Brühlschen Theorie der Molekularrefraktion und 
Molekulardispersion ebenbürtig an die Seite tritt. Die Grenz- 
werte p haben mit der Molekulardispersion die Eigenschaft 
gemeinsam, daß sie in hohem Grade von der chemischen Zu- 
sammensetzung der Substanz abhängig sind und können ebenso 
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wie die Molekulardispersion zur Prüfung der Reinheit einer 
Substanz verwendet werden. 


Die vorliegende Arbeit wurde unternommen auf gütige 
Anregung von Hrn. Prof. Dr. Ebert. Ich erlaube mir, auch 
an dieser Stelle Hrn. Prof. Dr. Ebert meinen herzlichsten 
Dank auszusprechen für das fördernde Interesse, das er meinen 
Untersuchungen entgegengebracht hat. 


München, Physik. Inst. d. Techn. Hochsch. bh.» Oktober. 1 1907. 


3 (Eingegangen 26. Oktober 1907.) 
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5. Nachtrag 
zur Berechnung der Loschmidtschen Zahl aus — 
den Konstanten der Dispersionsformel; 


von H. Erfle. 


fas 
In diate! FREE habe ich vor kurzem gezeigt, daß 


aus den Konstanten der Dispersionsformel einer Substanz die 
Zahl der Elektronen (der Gattung v) im Kubikzentimeter dieser 
Substanz, N,, der „Reibungskoeffizient“ r, und die „Beweg- 
lichkeit“ 9, berechenbar ist mit Benutzung des elektrischen 
Elementarquantums. Daran anschließend wurden auch noch 
einige Werte für die Loschmidtsche Zahl N angegeben. 
Aus der Dispersion läßt sich aber, streng genommen, nicht 
die Loschmidtsche Zahl selbst, sondern, wie leicht zu er- — 
sehen ist, nur ein oberer Grenzwert für N berechnen, indem 
man in den dort benutzten Gleichungen (1) und (9) p, = 1 
setzt. Tatsächlich bilden die so erhaltenen Grenzwerte eine 
gute Bestätigung für die Richtigkeit der Dispersionstheorie % 
insofern, als sie wirklich größer sind als die aus der Elek- 
trolyse und aus den Konstanten der Planckschen Spektral- 
gleichung berechneten Zahlen für N: 3,84. 1019 bzw. 2,76. 109, 
Man erhält nämlich mit p, = 1 folgende odere Grenzwerte für — 
die Loschmidtsche Zahl: 


7,56. 191° (H,, gasf.); 13,94.101° (N,, gasf.), 
4,0.102° (H,O, flüssig); 15,84.101° (CaF’,, fest). 


ER 


Man kann wohl auch p, aus der Dispersion berechnen; 
doch fallen dann bei der Berechnung der Loschmidtschen © 
Zahl, bei welcher der Quotient N,/p, vorkommt, die aus der 
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Dispersion entnommenen Größen A, und &, 7, hinaus!) und 
der so entstehende Ausdruck ist der bei Berechnung von N 


aus der Elektrolyse (aus e/H und e) auftretende: TE 


mit e = 1,13.10720 e/H = 0,965. 10%. 


er München, Physik. Institut der Technischen Hochschule, 
Oktober 1907. 


1) Auf diesen Umstand hat mich Hr. Professor W. Kaufmann 
freundlichst aufmerksam gemacht; daher habe ich hier die Darstellung 
etwas geändert und die frühere Formel (10) p. 596 nun überhaupt nicht 
benutzt. 

(Eingegangen 26. Oktober 1907.) 
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6. Studien über die Anomalien im Verhalten der 
Dielektrika’); 
Egon Ritter v. Schweidler. 
Vom Standpunkt der allgemeinen Theorie der elektrischen 
Erscheinungen ist ein homogenes und isotropes Dielektrikum 2 = 


Leitvermögen. 
Viele Dielektrika zeigen nun Anomalien ihres Verhaltens, 
die sich nicht ohne weiteres in den Rahmen der allgemeinen = ies 
Theorie fassen lassen, ähnlich wie dies auf dem Gebiet des 
Magnetismus bei den ferromagnetischen Substanzen der Fall a 
ist. Da sich ohne spezielle Hypothesen nachweisen läßt, daß oe ie 
die verschiedenen Arten der Anomalien in gegenseitigem Zu- tae 
sammenhange stehen, sind sie hier auch im Zusammenhange — 
behandelt. 
Die hier gege‘‚ene Darstellung zerfällt in drei Hauptteile. RR 
Im ersten Teile werden die Hauptformen des anomalen ı 
Verhaltens der Dielekrika auf Grund der bisher vorliegenden 
experimentellen Ergebnisse ohne Anwendung einer speziellen 
Hypothese oder Theorie zusammengestellt; als solche hee 
formen werden unterschieden: 
1. die Rückstandsbildung, das ist das Auftreten nach be = 
stimmten Gesetzen zeitlich variabler Ströme in Dielektrikas 
unter der Einwirkung eines konstanten oder sehr langsam ver- 
änderlichen elektrischen Feldes; 
2. die Energieverluste (Umwandlung elektrischer 
in Wärme) in Dielektrikas unter dem Einfluß eines Wechsel- 
oder Drehfeldes; 


1) Aus den Sitzungsber. der kaiserl. Akad. der Wissensch. in Wien. — 
Mathem.-naturw. Kl. 116. p. 1055. 1907. 
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3. die ponderomotorischen Kräfte, die ein Dielektrikum im 
elektrischen Drehfeld erfährt; 

4. die scheinbare Abhängigkeit der Kapazität eines Kon. 
densators und somit auch der Dielektrizitätskonstante seines 
Dielektrikums von der Ladungsdauer bei konstanter Spannung, 
bzw. Periodendauer bei Wechselspannung. 

Der Ausdruck „Hysteresis“, der für die unter 2. und 8. 
genannten Erscheinungen häufig gebraucht wird, ist hier vor- 
läufig vermieden, da er bereits eine nicht allgemein an- 
genommene Voraussetzung über die Natur dieser Phänomene 
zur Grundlage hat. 

Der zweite Teil behandelt die Theorie der anomalen Er- 
scheinungen. Es wird zunächst der oben erwähnte gegenseitige 
Zusammenhang der vier Hauptformen abgeleitet; hierauf wird 
die Unvereinbarkeit der Anomalien mit den einfachen Annahmen 
der allgemeinen Theorie nachgewiesen; es folgt eine Diskussion 
der verschiedenen Möglichkeiten, diese Anomalien theoretisch 
zu behandeln durch Zurückführung auf Anomalien der Struktur 
des Mediums (Inhomogenität, Maxwellsche Theorie der ge- 
schichteten Dielektrika) oder der Leitungsvorgdnge (lonen- 
leitung) oder endlich des dielektrischen Verhaltens (Nachwirkung, 
Hysteresis, Viskosität). 

Der Versuch einer Modifikation der einzigen bisher vor- 
liegenden präzisen Formulierung einer solchen Theorie (der 
Pellatschen Theorie) bildet zusammen mit dem Nachweis, dab 
aus den Gesetzen der Rückstandsbildung die übrigen Formen 
des anomalen Verhaltens der Dielektrika quantitativ darstellbar 
sind, den wesentlichsten Bestandteil dieser Studien. 

Der dritte Teil enthält die Resultate experimenteller Unter- 
suchungen des Verfassers. Da nach seiner Ansicht die bisher 
vorliegenden, im ersten Teile besprochenen Ergebnisse aus- 
reichen, um die im zweiten Teile dargelegten theoretischen 
Folgerungen zu stützen, bieten sie nichts prinzipiell Neues, 
sondern dienen bloß zur Erläuterung, Bestätigung und Er- 
gänzung jener Ergebnisse und zur Aufstellung eines Schemas 
für die Charakterisierung eines Dielektrikums durch Angabe 
seiner Materialkonstanten. 

Eine Zusammenfassung der Ergebnisse schließt die vor- 
liegenden Studien ab. 
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3 Der Anhang enthält ein Verzeichnis der einschlägigen 
Literatur, auf das die Zitate innerhalb des Textes bezogen sind. 


1. Die Rückstandsbildung. 


Werden die Belegungen eines Kondensators mit den Polen 
einer Stromquelle konstanter elektromotorischer Kraft verbunden, 
so tritt in den Zuleitungen ein Strom auf, dessen Intensität mit 
der Zeitabnimmt. Bei einem idealen nichtleitenden Dielektrikum 
gilt nach der allgemeinen Theorie für den „normalen Ladungs- 
strom“ die Differentialgleichung: 


wobei C die Kapazität des Kondensators, $ den Selbst- 
induktionskoeffizienten und W den Widerstand des äußeren 
Leitungskreises darstellt. Je nach dem Verhältnis der nume- 
rischen Werte dieser drei Konstanten erfolgt die Ladung des 
Kondensators gedämpft oszillatorisch oder aperiodisch ge- 
dämpft. Bei nicht sehr großem Widerstande des äußeren 
Leitungskreises sinkt die Stromstärke in jedem der beiden 
Fälle sehr rasch ab, so daß in den praktisch realisierbaren 
Fällen der normale Ladungsstrom nach Zeiten von der Größen- 
ordnung eines kleinen Bruchteiles einer Sekunde gleich Null 
gesetzt werden kann. 

Falls das Dielektrikum nicht vollkommen isolierend ist, 
so ist dem normalen Ladungsstrom ein „normaler Leitungs- 


strom a übergelagert, der gegeben ist durch die Formel —~ 


K 
wobei A das spezifische Leitvermögen, X die Dielektrizitäts- 
konstante des Mediums, C die Kapazität des Kondensators und 
E die elektromotorische Kraft der Stromquelle bezeichnet (alle 
Größen sind in absoluten elektrostatischen Einheiten gemessen 
gedacht). 

Tatsächlich nun beobachtet man bei vielen Dielektrikas, 
daß dem normalen Ladungsstrom i, und dem normalen Leitungs- 
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strom a noch ein „anomaler Ladungsstrom“ y, übergelagert ist, 
so daß der gesamte Strom darstellbar ist durch: wits 


Dabei ist y, eine Funktion der Zeit, die asymptotisch auf 
Null absinkt, aber viel langsamer als der normale Ladungs- 
strom 

Werden die Belegungen des Kondensators, nachdem sie 
durch ein Zeitintervall ö auf konstanter Potentialdifferenz ge- 
halten wurden, miteinander leitend verbunden, so sind bezüglich 
der Gesetze des Entladungsstromes zwei Typen zu unterscheiden: 

a) Der Entladungsstrom J, entspricht dem normalen Ent- 
ladungsstrom i,, der durch eine ganze analoge Differential- 
gleichung wie der normale Ladungsstrom i, bestimmt ist; 

b) analog wie bei der Ladung ist ein „anomaler Entladungs- 
strom‘‘ y, übergelagert und es ist y, wieder eine mit wachsender 
Zeit auf Null absinkende Funktion dieser. Dabei gilt noch die 


Beziehung zwischen y, und y,: 
‘ 0 0 


d.h. die gesamte Elektrizitätsmenge, die infolge des anomalen 
Entladungsstromes einen Querschnitt der Leitung passiert, ist 
entgegengesetzt gleich derjenigen, die während der Ladungs- 
dauer ö durch den anomalen Ladungsstrom transportiert wurde. 
Während im Falle a), der besonders bei verschiedenen schlecht 
leitenden Flüssigkeiten realisiert ist (Koller, 1V,3;Schweidler, 
IV, 7, 8, 10; Gädeke, IV, 9), der LadungsprozeB so verläuft, 


-als ob das Leitvermögen des Mediums durch den Stromdurchgang 


zeitliche Änderungen erfahren würde, ist im Falle b) der.Ladungs- 
prozeB ein reversibler; das Medium verhält sich, als ob die dem 


3 
Zeitintegral des anomalen Ladungsstromes fy, dt entsprechende 


Elektrizitätsmenge absorbiert wäre, um bei der Entladung all- 
mählich wieder frei zu werden. 

Diesen reversiblen Prozeß bezeichnet man gewöhnlich als 
Bildung bzw. Freiwerden des „Rückstandes‘‘ und das Integral 


é 
Sy, dt als die in der Zeit 5 gebildete „Rückstandsladuny‘“. 
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Prinzipiell weniger einfach sind die Verhältnisse, wenn die 


Belegungen des Kondensators nicht auf konstanten Potentialen 


gehalten werden, sondern eine von ihnen isoliert ist; doch ist 
gerade diese Form der Rückstandserscheinungen die historisch 
primäre und bei dieser wurde man auf die oben erwähnte Be- 
zeichnungsweise geführt. Wird ein Kondensator geladen und 
dann die eine der beiden Belegungen isoliert, so. nimmt die 
Potentialdifferenz V der Belegungen und damit die durch das 
Produkt CV gegebene sogenannte „disponible Ladung“ ab. Diese 
Abnahme erfolgt rascher, als es dem stationären Leitungsstrom a 
entsprechen würde. Wird umgekehrt der geladene Kondensator 
durch vorübergehende leitende Verbindung der Belegungen ent- 
laden und hierauf die eine Belegung isoliert, so tritt all- 
mählich eine neuerliche Ladung vom gleichen Vorzeichen wie 
die ursprüngliche auf, wächst bis zu einem Maximum an, um 
dann wieder (infolge der Leitung des Dielektrikums) asym- 
ptotisch auf Null zu sinken. 

Bezüglich der Gesetze, die für den zeitlichen Verlauf der 
Rückstandserscheinungen sowie für ihre Abhängigkeit von 
anderen Nebenbedingungen gelten, haben die experimentellen 
Untersuchungen zu folgenden Resultaten geführt: 

Der anomale Ladungsstrom oder rückstandsbildende 
Strom y, ist an einem gegebenen Kondensator bei gegebener 


Diese Formel nur als betrachtet werden. 


was ebenfalls aus später zu besprechenden Gründen unwahr- 
scheinlich ist. Der Verlauf des Stromes innerhalb des ersten 
unendlich kleinen Zeitelementes sowie nach unendlich langer 
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Zeit läßt sich natürlich nicht empirisch bestimmen. Inner- 
halb der der Beobachtung zugänglichen Zeitintervalle hat sich 
aber obige Formel gut bestätigt gezeigt (Kohlrausch, I, 1; 
Hopkinson, I, 9, 10, 11; Giese, I, 15; J. Curie, I, 21 u. a.) 
Versuche, welche über weit längere Zeiträume als in den 
zitierten Arbeiten die Gültigkeit dieser Formel prüfen, sind 
im dritten Teile angeführt. 

Wird derselbe Kondensator unter der Einwirkung ver- 
schiedener elektromotorischer Kräfte untersucht, so ergibt sich, 
daß der Rückstandsstrom y, der elektromotorischen Kraft Z 
proportional ist bei unveränderter Form des zeitlichen Ver- 
laufes. Also 

y 
(Kohlrausch, I, 1; J. Curie, I, 21). 

Wird ein bestimmtes Dielektrikum in verschiedenen Schicht- 
dicken untersucht, so ist nach Hopkinson (I, 9, 10, 11) der 
Rückstandsstrom y, der Dicke umgekehrt proportional, wieder 
bei unveränderter Form des zeitlichen Verlaufes. Da Pro- 
portionalität des Stromes mit dem Querschnitt (Flächengröße 
der Belegung) selbstverständlich ist, kann man auch den Strom 
proportional der Kapazität des Kondensators setzen und man 
erhält die Formel: es 


wo jetzt und n Konstanten des Mediums sind. 

Bezüglich des Entladungsstromes y, gelten folgende Ge- 
setze: Nach sehr langer Ladungsdauer des Kondensators ist 
der Entiadungsstrom dem Ladungsstrom entgegengesetzt gleich: 


bei kürzerer Ladungsdauer Ö ist y, <y,, zeigt rascheren zeit- 
lichen Abfall, und zwar darstellbar durch die Formeln: 


)=B.C", 


=—/O@+/¢+9), 
websi t die vom ies der Ladung (bei y,) bzw. Entladung 
(bei y,) gerechnete Zeit, ö die Ladungsdauer bezeichnet. 
Dieses Ergebnis kann so interpretiert werden: Der beob- 
achtete Entladungsstrom y, entsteht aus der Superposition des 
dem Ladungsstrom y, = /(¢) entgegengesetzt gleichen Stromes 


ER 
= 
ars 
ie 


Anomalien im Verhalten der Dielektrika.. 


—f(t) und eines Stromes f(¢+ 6), der einfach als ungestörte 
Fortsetzung des Ladungsstromes auch nach der Entladung 
aufgefaßt werden kann. : 
Dieses sogenannte Superpositionsprinzip wurde experi- 
mentell gefunden von Hopkinson (I, 9, 10, 11) und J. Curie 
(I, 21). 
Die oben erwähnte Formel 
ö 
y, dt = dt 
ist eine Konsequenz desselben. 
Das Superpositionsprinzip kann noch erweitert werden: 
Bei mehrmaligen sprungweisen Anderungen der Spannungs- : 
differenz der Belegungen superponieren sich die jeder — 
rung entsprechenden Ströme, als ob sie unabhängig voneinander 
wären. Wenn also zu den Zeiten 


4, 
Spriinge in der Potentialdifferenz um die (positiven oder nega- os 
tiven) Beträge: 
eintreten, so ist der resultierende Strom: Hie BID, lag 
y= L, f(t—9d,) + #,f(t—6,) +... E, f (t—4,). 
Eine Verallgemeinerung dieses empirisch gefundenen und 


bestätigten Superpositionsprinzipes führt zur Darstellung des 
Stromes bei beliebig variierender Spannungsdifferenz 


Darin ist f(é) die Funktion, die den Verlauf nach einer 

einzigen sprungweisen Anderung im absoluten Betrage 1 re 
stellt, also nach dem oben Mitgeteilten: 

annähernd f()= 8.C.t~". 


Wie alle Materialkonstanten sind auch die den Verlauf 
der Rückstandsbildung bestimmenden Konstanten $ und n als 
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Funktionen der Temperatur zu betrachten. Die Angaben ver- 
schiedener Beobachter (Bedell und Kinsley, I, 26; Hop- 
kinson und Wilson, I, 34; Naccari, IV, 6 und I, 37; 
Schweidler, I, 46) über den Einfluß der Temperatur zeigen 
Widersprüche, die aber vielleicht nur scheinbare sind. Ge- 
wöhnlich wird angegeben, daß der Rückstand mit steigender 
Temperatur abnehme; andere Beobachter geben an, daß mit 
steigender Temperatur die Konstante 3 zunehme, während der 
Exponent n nicht wesentlich von der Temperatur beeinflußt 
werde. Aus dieser letzteren Angabe würde folgen, dab die in 
gegebener Zeit ö gebildete Riickstandsladung 

l—n 


mit der Temperatur wachse. 

Wird aber nach längerer Ladungsdauer der Kondensator 
momentan entladen, hierauf die eine Belegung isoliert und nun 
mittels einer elektrometrischen Methode die bis zu einem 
Maximum ansteigende, dann wieder abnehmende Rückstands- 
ladung messend verfolgt, so kann bei höherer Temperatur das 
beobachtete Maximum erniedrigt sein, wenn nämlich das Leit- 
vermögen des Dielektrikums mit der Temperatur rascher an- 
steigt als die Größe $%. Einige Versuche über diese Frage 
sind im dritten Teile besprochen. 

Erwähnenswert sind noch zwei Beobachtungen über die 
Beeinflussung der Rückstandsbildung durch mechanische und 
elektrische Zustandsänderungen. 

Nach Hopkinson (I, 10) werden die anomalen Ladungs- 
und Entladungsströme bei einer Leydnerflasche verstärkt durch 
gleichzeitige mechanische Erschütterungen. 

Nach v. Hoor (VI, 2) kann die Rückstandsbildung eines 
Kondensators verringert werden durch oft wiederholtes „For- 
mieren“, d. i. abwechselndes Laden und Entladen. 


2. Energieumwandlung im Wechsel- oder Drehfelde. 


Kondensatoren mit flüssigem oder festem Dielektrikum 
zeigen häufig eine Zrwärmung, wenn ihre Belegungen durch 
Verbindung mit einer Wechselstromquelle alternierend geladen 
werden (Siemens, II, 1; Naccari und Bellati, II, 2; Borg- 
mann, II, 3; Steinmetz, II, 6; Janet, II, 8; Kleiner, 
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II, 11; Fritz, Il, 14; Düggelin, II, 21; Benischke, II, 24; 
Eisler, II, 25; Rosa und Smith, II, 35; Mercanton, II, 41; 
Moscicki und Altenberg, II, 49). Dasselbe findet statt, 
wenn ein Dielektrikum sich in einem elektrischen Drehfelde 
befindet (Guye und Denso, II, 50). 

Bezüglich der verschiedenen Stärke dieser Wärmeproduk- 
tion in verschiedenen Substanzen sind besonders die Unter- 
suchungen von Kleiner (II, 11), Fritz (II, 14) und Düggelin _ 
(I, 21) zu nennen. Kautschuk, Ebonit, Glas, Siegellack — 
und Guttapercha zeigen diese Erscheinung in besonderer In- 
tensität, Glimmer, Paraffin und viele isolierende Flüssigkeiten 
in schwachem bis unmerklichem Grade. 

Eine Reihe von Untersuchungen betrifft die Abhängigkeit 
von der Effektivspannung des Wechselfeldes; die meisten Beob- 
achter finden Proportionalität zwischen der pro Zeiteinheit 
entwickelten Wärme W und dem Quadrat der Effektiv- 
spannung E (Borgmann, II, 3; Steinmetz, II, 6; Hess, 
II, 23; Benischke, II, 24; Eisler, II, 25; Houllevigue, 
II, 29); doch finden andere Beobachter (Mercanton, II, 41; 
Moscicki und Altenberg, II, 49) auch Abweichungen von 
diesem Gesetze. 

Weitere Resultate betreffen die Abhängigkeit von der 
Periodenzahl n des angewandten Wechselstromes. Im all- 
gemeinen steigt die Wärmemenge W mit der Periodenzahl an 
(Hess, II, 23; Eisler, II, 25; Beaulard, II, 36 und 37; 
Moscicki und Altenberg, II, 49; Guye und Denso, II, 50). 
Wird die entwickelte Wärmemenge auf die Dauer der Periode 
des Wechselstromes r bezogen statt auf die Zeiteinheit, so 
ergibt sich, daß die Funktion t W = f(n) bei einem gewissen 
Werte von n ein Maximum besitzt (Mercanton, II, 41; Rosa 
und Smith, II, 35). 

Analog wie beim Rückstand kann bisweilen die Wärme- 
produktion im Dielektrikum durch wiederholte Beanspruchung 
(„Formieren‘) herabgedrückt werden (Kleiner, LI, 20; v. Hoor, 
VI, 2). 


3. Ponderomotorische Kräfte im elektrischen Drehfelde. 


Diese Erscheinungen treten auf bei relativer Rotation des 
Dielektrikums zu einem elektrischen Felde, also entweder wenn 
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ein ruhendes Dielektrikum sich in einem elektrischen Dreh- 
felde befindet oder wenn ein Dielektrikum in einem ruhenden 
Felde rotiert. Es zeigt sich, daß in diesen Fällen Drehungs- 
momente auf das Dielektrikum ausgeübt werden, auch wenn 
es die Form eines Rotationskörpers mit zur Feldrichtung senk- 
rechter Achse hat, also aus Symmetriegründen bei relativer 
Ruhe keine Drehungsmomente entstehen können (Arno, II, 7, 
_15—19, 27; Quincke, III, 2; Borel, II, 12; Threlfall, II, 
80, 31; Schaufelberger, II, 32, 34; Heydweiller, III, 6; 
Graetz, III, 7; v. Lang, II, 52). 

Ist das Dielektrikum von Luft umgeben, so entsteht ein 
Drehungsmoment, das es im Sinne der Rotation des Feldes zu 
drehen sucht: also Mitnehmen des ursprünglich ruhenden 
Dielektrikums im rotierenden Felde oder Hemmung des rotieren- 
den Dielektrikums im ruhenden Felde. 

Ist aber der Körper in eine sehr schlecht leitende Flüssig- 
keit eingetaucht, so kann sich das Vorzeichen des Drehungs- 
momentes umkehren: im ruhenden Felde wird eine vorhandene 
Rotation des Körpers beschleunigt (Quincke, III, 2), im Dreh- 
felde eine der Feldrotation entgegengesetzte Rotation des 
Körpers hervorgerufen (v. Lang, II, 52). 

Eine quantitative Bestimmung des Drehmomentes kann 
erfolgen im Drehfelde aus der Torsion einer elastischen Sus- 
pension, die dem elektrischen Drehmomente das Gleichgewicht 
hält, im ruhenden Felde aus der Dämpfung von Schwingungen 
(Arno, Threlfall, Schaufelberger), Für die Abhängigkeit 
des Drekmowentes D,von der elektrischen Feldintensität F 
findet die Beziehung: 


D=k.R, 

golgae 


Kanılansa 
“Arno und Threlfall dagegen: 


wobei n in verschiedenen Fällen verschieden (1,5 bis 1,96), 
aber immer kleiner als 2 war. 

Bei konstanter Feldintensität nimmt das Drehungsmoment 
mit wachsender Rotationsgeschwindigkeit zu (Arno, II, 27). 
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4. Abhängigkeit der Dielektrizitätskonstante von Ladungs- 
dauer bzw. Periodenzahl. 


Sowohl wenn die Kapazität eines Kondensators bei kurz- 
dauernder Verbindung mit einer Stromquelle konstanter Span- 
nung bestimmt wird als auch bei Verwendung einer Wechsel- 
strommethode ergaben viele Versuche eine Abhängigkeit ds 
unmittelbar gefundenen Wertes für die Kapazität und somit — 
auch des Wertes der Dielektrizitätskonstante von der Ladungs- — 
dauer bzw. von der Periodenzahl (Frequenz) des Wechselstromes — 
(vgl. Literaturverzeichnis, Abteilung V). = 

Mit einer einzigen Ausnahme (Lecher, V, 6) fanden ale 
Beobachter, daß die Dielektrizitätskonstante um so kleiner wird, _ 
je kürzer die Ladungsdauer, bzw. je größer die Periodenzahl ~ 
ist. Bisweilen sind die Unterschiede sehr bedeutend; z.B. 
findet J. J. Thomson (V, 5) ee 


für Glas, bei Frequenz m = ca. 100 !/sec: K = 9 bis 11, 
” ” n= 


(V, 17) 


fir Glas, bei m = 100 


» n= 10° bis 107: K = 5,86; 
und Beaulard (V, 15) 


a fiir Glas, bei Ladungsdauer 4 = 0,008 sec: K = 6,22, 
4 = 0,0004 „: K = 3,66. 


Zweiter Teil. 

Die Theorie des anomalen Verhaltens der Dielektrika. 


1. Zusammenhang der Hauptformen anomalen Verhaltens. 


Es ist bereits im Abschnitt I, 1 erwähnt worden, daß das — 
zunächst experimentell gefundene Superpositionsprinzip verall- 
gemeinert bei beliebiger zeitlicher Variation der angelegten EN 3 


Annalen der Physik. IV. Folge. 4. ru 
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Spannung: E= (ft) zu folgender Formel für den Rückstands- 
strom führt: 


(A 9), 


wobei f(f) eine Funktion ist, die den zeitlichen Gang des 
Rückstandsstromes darstellt, falls zur Zeit 2=0 an den vorher 
unendlich lange Zeit der Einwirkung elektrischer Kräfte ent- 
zogenen Kondensator plötzlich -eine Spannungsdifferenz von 
der Größe 1 angelegt wird. Nach den bereits gegebenen 
Resultaten kann f = hp dargestellt werden durch © 


=6.C.t” (n< 1). 
Es soll ae der Spezialfall untersucht werden, daß 


die Spannungsdifferenz der Kondensatorbelegungen eine ein- 
fache periodische Funktion der Zeit sei, MM... 


E= E,sin = 


Aus obiger -Formel folgt je wine eile 
i, | dd cs ——— f(t— 9); 
setzt man (£— 9) = u, so ergibt sich daraus: 
E, {4 cos ant Bsin 
bwinguny 
AR 


at 
« B= sin dy: a 
Dieser Strom i, ist dem normalen Strome übergelagert, 
der sich wieder aus dem normalen Ladungsstrom und dem 
normalen Leitungsstrom zusammensetzt und unter Vernach- 


lässigung von Selbstinduktion und Widerstand im äußeren, 
die Belegungen verbindenden Kreise dargestellt wird durch: 
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Der anomale, auf Rückstandsbildung beruhende Strom ;, ; 
besteht somit aus zwei Gliedern, die einfach zum normalen 
Ladungs- bzw. Leitungsstrom hinzugerechnet werden können 
und sich durch eine scheinbare Anderung der Normalwerte 
von Kapazität und Widerstand des Kondensators interpretieren 
lassen. 


Man erhält für die „scheinbare Kapazität“ den Wert: 


C’= C+ A, th 
fir den reziproken Widerstand“: 


Führt man für die bisher unbestimmt gelassene Funktion = 
den experimentell gefundenen Näherungswert 


so wird mittels der Substitution = 2a u/r 


T x 


—n)cos 


= 


fo *sin 


cos 


i 

- Da n<1, also 1—n positiv ist, ergibt sich, daß die schein- 
bare Kapazität C’ für unendlich rasche Schwingungen den 
Normalwert C besitzt, bei endlicher Periodendauer z vergrößert 
ist und mit wachsender Periodendauer zunimmt, was mit den 
im Abschnitt I, 4 2.0 Versuchsergebnissen überein- 
stimmt. 

Analog erhält man für die scheinbare Leitfähigkeit den 

Ausdruck: 
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d.h. die scheinbare Leitfähigkeit steigt mit abnehmender Perioden- 
dauer an. Dementsprechend ist also auch im Dielektrikum 
eine Wärmeentwickelung zu erwarten, die größer ist als die 
aus dem stationären (wahren) Leitvermögen berechnete und 
die mit zunehmender Frequenz des Wechselstromes wächst, 
unter sonst gleichen Bedingungen aber wie die wahre Joule- 
sche Wärme dem Quadrat der Effektivspannung proportional 
ist. Auch hier besteht also Übereinstimmung mit den im 
Abschnitt I, 2 besprochenen experimentellen Resultaten. 

Daß bei vorübergehender Verbindung eines Kondensators 
mit einer Stromquelle konstanter elektromotorischer Kraft (z. B. 
bei Kapazitätsmessungen mittels des ballistischen Galvano- 
meters) der Rückstandsstrom ebenso wie der normale Leitungs- 
strom den unmittelbar gefundenen Wert der Kapazität erhöht, 
und zwar um so mehr, je länger die Ladungszeit war, ist un- 
mittelbar ersichtlich. 

Es sind also Wärmeproduktion im Dielektrikum im Wechsel- 
felde und Abhängigkeit der scheinbaren Dielektrizitätskonstante 
von Frequenz des Wechselstromes, bzw. von der Ladungszeit 
bei Gleichstrom notwendige Folgeerscheinungen, wenn Rück- 
standsbildung vorliegt. Es sind aber nicht auch umgekehrt die 
ersteren Erscheinungen notwendig auf Rückstandsbildung zurück- 
zuführen, sondern können ohne Rückstandsbildung des Mediums 
durch andere Ursache (z. B. Leitung) bedingt sein. 

Die ponderomotorischen Kräfte, die ein Dielektrikum im 
relativen Drehfelde erfährt, sind vorläufig nicht berücksichtigt 
worden. Der gegenseitige Zusammenhang aber von pondero- 
motorischen Kräften und Wärmeproduktion kann unabhängig 
von jeder speziellen Hypothese aus allgemeinen energetischen 
Prinzipien abgeleitet werden. 

Erfährt ein ursprünglich ruhendes Dielektrikum im rotieren- 
den Felde ein Drehungsmoment im Sinne der Rotation des 
Feldes und wird es durch äußere Kräfte in seiner Ruhelage 
erhalten, so ist die Arbeit, die das elektrische Drehungsmoment 
an dem relativ zu ihm rotierenden Dielektrikum leistet, äqui- 
valent der im Dielektrikum entstehenden Wärme. Analog ist 
bei durch äußere Kräfte konstant erhaltener Rotation des 
Dielektrikums im ruhenden Felde die Arbeit dieser äußeren 
Kräfte das Äquivalent der entwickelten Wärme. Bezeichnet 
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D das Drehungsmoment der elektrischen Kräfte, & die Winkel. 
geschwindigkeit der relativen Rotation von Feld und Dielek- 
trikum, 

einander bestimmt werden nach der Formel: 


= D.o. 


Drehungsmoment im Drehfelde, bzw. beschleunigendes Drehungs- ‘Be 
moment bei im ruhenden Felde rotierendem Dielektrikum) wird 
Arbeit gewonnen; das Äquivalent muß dann im verminderten _ 
Energieverbrauch in der den stationären Zustand aufrecht ! 
erhaltenden Stromquelle liegen. 


2. Die Unvereinbarkeit der Anomalien mit der Annahme 
normalen Verhaltens der Dielektrika. 


Es soll nun eingehender untersucht werden, inwieweit die 
im ersten Teil geschilderten Anomalien wirklich unvereinbar 
mit den Annahmen der allgemeinen Theorie sind, die ein 2 


Leitvermögen A ai ausreichend charakterisiert annimmt. Ne 

Die Erscheinungen des anomalen Ladungsstromes 
der Rückstandsbildung fallen sofort als unvereinbar mit diesen —_ 
Annahmen heraus. 

Bezüglich der Erscheinungen der Energieverluste, der © 
Drehungsmomente im Drehfelde und der Variabilität der schein- 
baren Kapazität mit Ladungsdauer oder Periodenzahl ist dies — 
nicht auf den ersten Blick ersichtlich; es wurde oben nach- 
gewiesen, daß in einem Medium, das Rückstandsbildung zeigt, 
auch diese Erscheinungen auftretén müssen, daß sie aber auch 
ohne Rückstandsbildung denkbar wären. 

a) Die Wärmeproduktion kann einfach als Jouleschs 
Wärme des schwach leitenden Dielektrikums aufgefaßt werden. 
Viele Beobachter haben sich begnügt, die Abhängigkeit der 
pro Zeiteinheit entwickelten Wärmemenge W von der Effektiv- — 
spannung EZ des Wechselfeldes zu untersuchen und aus dem 
Resultate, daß W proportional E? sei, auf Leitung als Ur- 
sache zurückgeschlossen. Diese Schlußweise ist nicht bindend; 
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als Joulesche Wärme müßte die Größe W unabhängig von 
der Frequenz des Wechselstromes sein, was tatsächlich nicht 
der Fall ist, und auch im konstanten elektrischen Felde den- 
selben Betrag zeigen. Mehrfache Untersuchungen haben aber 
das Resultat ergeben, daß die aus dem Leitvermögen im 
stationären Zustande berechnete Joulesche Wärme viel kleiner 
ist als die im Wechselfelde direkt beobachtete. So finden 
Moseicki und Altenberg (II, 49), daß bei Glas nur etwa 
2 Proz. der im Wechselfelde erzeugten Wärme dem stationären 
Leitvermögen entsprechen, und Corbino (II, 51), daß die an 
einem Paraffınpapierkondensator ermittelten Energieverluste 
einem Widerstande des Dielektrikums von 1400 2 entsprechen 
würden, während natürlich der wahre Wert des Widerstandes 
enorm viel größer ist. 

Unter Berücksichtigung der quantitativen Verhältnisse sind 
duher die beobachteten Energieverluste in Dielektrikas mit 
der Annahme einer normalen Leitung nicht vereinbar. 

b) Daß ein leitender Körper in einem relativen Drehfelde 
Drehmomente erfährt, ist bereits von Hertz (III, 1) theoretisch 
nachgewiesen worden. Verallgemeinerungen dieses Beweises 
rühren von Heydweiller.(III, 3) und Schweidler (III, 5) her. 
Das Resultat ist folgendes: Rotiert eine Vollkugel vom Radius 2 
und dem speziäschen Leitvermögen (im statischen Maße) },, 
die von einem Medium mit dem Leitvermögen A, umgeben ist, 
um eine zu der Richtung eines homogenen elektrischen Feldes 
von der Stärke 7 senkrechte Achse mit der konstanten relativen 
Winkelgeschwindigkeit 2#/r (also r gleich Umlaufsdauer), so 
ist das Drehungsmoment gegeben durch die Formel: 

5 t (Aa — Ay) 

Das Drehungsmoment ist positiv (beschleunigend im ruhen- 
den Felde, entgegen der Feldrotation gerichtet im Drehfelde), 
wenn 4, >4,, negativ (hemmend im ruhenden Felde, im Sinne 
der Feldrotation im Drehfelde), wenn A,>4,; der absoluten 
Größe nach hängt D auch von der Winkelgeschwindigkeit ab, 
und zwar derart, daß bei sonst konstanten Verhältnissen einer 
bestimmten Geschwindigkeit ein Maximum von D entspricht. 

Qualitativ sind also die beobachteten Formen des Auf- 
tretens ponderomotorischer Kräfte im relativen Drehfeld auf 
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Leitung zurückzuführen. Zur quantitativen Darstellung erweist 
sich aber wieder diese Annahme als unzureichend. Die 
experimentellen Ergebnisse von Arno (II, 7, 15 bis 19, 27) 
und Threlfall (II, 80, 31) liefern zwischen Drehungsmoment 
und Feldstärke eine Beziehung: D proportional #*, wo n<2, 
statt der theoretischen Beziehung D proportional #2. 

Bei einigen Versuchen v. Langs (II, 52) ist sogar der 
Sinn der Rotation der umgekehrte, als es nach dem Betrage 
von 4,—4A, zu erwarten wäre; schlecht leitende feste Körper 
in besser leitenden Flüssigkeiten rotieren bisweilen im Sinne 
des Drehfeldes statt entgegengesetzt. 

c) Daß infolge der Leitung die Dielektrizitätskonstante 
eines Mediums scheinbar zu groß bestimmt wird, ist ein Um- 
stand, der seit langem bei der Messung von Dielektrizitäts- 
konstanten berücksichtigt und entweder durch die Wahl der 
Versuchsanordnung (sehr kurze Ladungszeiten oder sehr schnelle 
Schwingungen) oder rechnerisch durch separate Bestimmung 
der Leitung eliminiert wird. Wollte man die im Abschnitt I, 4 
angeführten Beispiele auf diese Weise erklären, so würde man 
auf Werte des spezifischen Leitvermögens der Medien geführt 
werden, die von anderer Größenordnung sind als die tat- 
sächlich ‘beobachteten. So z. B. erhält man aus den Angaben 
Beaulards (vgl. p. 721) für Glas den spezifischen Wider- 
stand o = 4.10! Q cm, während er tatsächlich mindestens 
zu 104 bis 1015, also rund etwa 10000:mal größer anzu- 
nehmen ist. 

Obwohl also Erscheinungen von qualitativ gleicher Art 
wie die beobachteten durch bloße Leitung entstehen können, 
folgt aus den quantitativen Verhältnissen, daß diese Erklärung 
unzureichend ist. Dies sowie die überhaupt mit der all- 
gemeinen Theorie unvereinbare Rückstandsbildung zwingen 
also, in irgend welcher Weise die Anomalien durch modifizierte 
Annahmen in die Theorie einzufügen. 
errvibol 
dans sth 

Die erste Möglichkeit, die Anomalien theoretisch zu be- 
gründen, liegt darin, zwar die allgemeinen Grundannahmen der 
Theorie unverändert beizubehalten, aber jene Medien, die 
Anomalien zeigen, als nicht homogen aufzufassen. 


8. Anomalien der Struktur (Inhomogenität). 
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In der Tat hat Maxwell (I, 5) gezeigt, daß ein ,,ge- 
schichtetes“ Dielektrikum, dessen einzelne Schichten sich durch- 
aus normal verhalten, bei dem aber der Quotient 4/X nicht 
den gleichen Wert in jeder Schichte besitzt, als Ganzes die 
Erscheinungen der Rückstandsbildung zeigen müsse. Er hat 
ferner darauf hingewiesen, daß bei nicht blätteriger Struktur, 
sondern beliebiger räumlicher Anordnung der nicht gleich- 
artigen Bestandteile des Mediums analoge Resultate sich er- 
geben. Weitere Ausführungen dieser Maxwellschen Theorie 
der geschichteten Dielektrika finden sich in den Arbeiten von 
Hess (I, 24) und Houllevigue (I, 33). 

In der Maxwellschen Darstellung werden folgende Größen 
als Funktionen der Materialkonstanten und der Anfangs- 
bedingungen explizit herechnet: 

1. Die „disponible Ladung“; 2. der stationäre Leitungs- 
strom nach unendlich langer Einwirkung einer konstanten 
elektromotorischen Kraft; 3. der zeitliche Verlauf der freien 
Rückstandsladung eines Kondensators, dessen Belegungen nach 
unendlich langdauernder Ladung durch eine konstante elektro- 
motorische Kraft plötzlich entladen und hierauf voneinander 
isoliert werden; 4. die gesamte Elektrizitätsmenge (gesamte 
Rückstandsladung), die einen nach unendlicher Ladungsdauer 
angelegten KurzschluB zwischen beiden Belegungen durch- 
fließt. 

Der Rückstandsstrom bei konstanter elektromotorischer 
Kraft als Funktion der Zeit wurde von Maxwell nicht be- 
rechnet. Dieses Problem führt auf große mathematische Schwierig- 
keiten und ist daher im folgenden nur so weit ausgeführt, daß 
die Gültigkeit des Superpositionsprinzips theoretisch abgeleitet 
werden kann. 

Die Voraussetzungen der folgenden Ableitung sind gegen- 
über denen Maxwells einerseits eingeschränkt durch die An- 
nahme, daß die Dielektrizitätskonstante X des inhomogenen 
Mediums durchwegs konstant sei, andererseits erweitert durch 
die Annahme, daß bei Fortschreiten in einer bestimmten Rich- 
tung (der X-Achse) das Leitvermögen A nicht sprungweise eine 
endliche Anzahl von Änderungen, den Werten A, bis A, ent» 
sprechend, sondern kontinuierlich sich ändere, also durch eine 


2 


beliebige stetige Funktion A(x) darstellbar sei. 


Me 


Es sei also gegeben eine unendlich ausgedehnte Platte = 
eines Dielektrikums von der Dicke 7, die zwischen zwei 
metallischen Belegungen mit kon- 
stanten Potentialen Y= E und 
sich befinde. | 

Die Dielektrizitätskonstante 
habe den konstanten Wert K, das 
spezifische Leitvermögen sei eine 
gegebene Funktion A(z). 

Für einen beliebigen Punkt 
im Dielektrikum gelten dann die 
Differentialgleichungen: 


wahren Ladung bezeichnet. 
Daraus erhält man für die Feldstärke X die Differential- : un 


4n 0208 dx 


und durch Integration: 
K 6x 

ist zunächst eine als Integrationskonstante bei der 
Integration nach z auftretende willkürliche Funktion der Zeit, | u Be 
die aber dadurch bestimmt ist, daB zu nl Zeit die Be- 
dingung erfüllt sein muß: 
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erhält man aus Gleichung (4): FT 
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Diese Funktion (£) hat eine einfache physikalische Be- | 
deutung: sie ist der Gesamtstrom pro Flächeneinheit in der | 
Richtung der positiven z-Achse; in Gleichung (4) ist die 
K ax 
4n Ot 


Zerlegung in einen Verschiebungsstrom 
Leitungsstrom A(z) X angedeutet. 

Gleichung (4) liefert nach abermaliger Integration die 
Formel?): 


und einen 


t 
4a 4a 
2 + [woe 
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t 
4x 4a 
| 0 0 | 
Durch diese Integralgleichung ist die Feldintensität X als 
Funktion von x und ¢ bestimmt; eine explizite Darstellung 
von X oder w(t) daraus zu gewinnen, ist dem Verfasser nicht 
gelungen. Immerhin genügen die erhaltenen Resultate zum 
Nachweis des Superpositionsprinzips. 
Aus den Gleichungen (4) und (6) folgt, daß bei konstanter | 


tity 


Wenn also an einem RRSNENER für den X, 7 und A(z) 
gegeben sind, in zwei Versuchen bloß die Anfangsbedingungen 
für ¢=0, X= X, (x) und X’ = X, (x) sowie die Größen # und Z’ 
verschieden sind, so ist in beiden Fällen obige Differential- 
gleichung erfüllt. Setzt man daher X/=X,+ 4, so gilt auch 
für die Differenz 4, die Gleichung: 

1) Anmerkung: Die Formel (7) enthält in der ursprünglichen Publi- 
kation (Wiener Sitzungsber. 116. p. 1075) zwei Druckfehler, indem in 
der ersten Zeile da statt di, in der zweiten Zeile FOR RS eGR 
f Xda state 
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d.h. der zeitliche Verlauf der Änderung der Feldintensität X’ 
und damit auch der diese Änderung begleitende Rückstands- 
strom kann aufgefaßt werden als Superposition der beiden 
Vorgänge, die sich abspielen würden, wenn zur Zeit ¢=0 ein- 
mal die momentane Verteilung der elektrischen Kraft durch X,, 
das andere Mal durch 4, gegeben wäre. Wird also in einem 
beliebigen Stadium der Rückstandsbildung die Potentialdifferenz 
der Belegungen plötzlich um den Betrag AE und damit die 
Feldstärke überall um den Betrag A E/l geändert, so ist der 
weitere Ablauf des Rückstandsstromes gegeben durch die 
Superposition jenes Stromes, der ohne Änderung der Potential- 
differenz weiter erfolgt wäre, und eines Rückstandsstromes, der 
durch Anschaltung der Spannung AZ an den vorher unendlich 
lange Zeit ungeladenen Kondensator erzeugt worden wäre. 
Die Maxwellsche Theorie der inhomogenen Dielektrika 
gibt also Aufschluß über die wesentlichsten Eigenschaften, die 
an den anomalen Dielektrikas tatsächlich vorgefunden werden. 
Die explizite Darstellung der experimentell beobachtbaren 
Größen führt aber auf mathematische Schwierigkeiten, so dab 
eine Prüfung der Theorie durch Vergleich mit der Erfahrung 
bezüglich der quantitativen Verhältnisse nicht ausgeführt 
werden kann. 


4. Anomalien der Leitung. 


Eine zweite Möglichkeit der theoretischen Darstellung der 
Erscheinungen an Dielektrikas besteht darin, die Annahme 
eines konstanten spezifischen Leitvermögens fallen zu lassen 
und zu ersetzen durch eine solche, die kompliziertere Formen 
des Leitungsvorganges voraussetzt. Insbesondere in Anlehnung 
an die bei ionisierten Gasen beobachteten Erscheinungen können 
die Gesetze der /snenleitung auf flüssige und feste Dielektrika 
übertragen werden. 

Die Theorie der Elektrizitätsleitung in ionisierten Gasen 
geht von folgenden Voraussetzungen aus: 

Durch Wirkung eines „lonisators‘ entstehen pro Volum- 
und Zeiteinheit g Ionenpaare; ein Teil der Ionen verschwindet 
durch Wiedervereinigung zu neutralen Molekülen (,„Moli- 
sierung‘), und zwar ist dieser Betrag, pro Volum- und Zeit- 
einheit gerechnet, gegeben durch «n,n,, won, und n, die 
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Zahlen der in der Volumeinheit vorhandenen positiven bzw, 
negativen Ionen, & ein für eine bestimmte Gattung von Ionen- 
paaren charakteristischer sogenannter „Wiedervereinigungs 
koeffizienten“ ist. Es gilt also die Gleichung: 3 
dn 
IT 


In einem elektrischen Felde ist in dieser Gleichung noch 
ein Glied einzufügen, daß die Differenz der Zahlen der durch 
den Strom zu- und abgeführten Ionen angibt, also: 


Pe 
Die positiven bzw. negativen Ionen bewegen sich nun in 
einem elektrischen Felde mit einer der Feldintensität propor- 
tionalen Geschwindigkeit u, = c, X, ug =— c,X, worin ec, und c, 
die sogenannten spezifischen Geschwindigkeiten oder Beweglich- 
keiten der beiden Ionenarten sind. 

Daraus ergeben sich für den Fall der Elektrizitätsleitung 
in einem von zwei unendlich ausgedehnten parallelen Platten 
(in der Distanz 7) begrenzten ionisierten Gase — bei kon- 
stanter Potentialdifferenz Z der beiden Platten — folgende 
Gleichungen: 


(1) 
(2) 
(3) 


(4) 


Die allgemeine Integration dieses Gleichungssystems ist 
bisher nicht durchgeführt (vgl. J. J. Thomson, Conduction of 
electricity through Gases p. 64—73, Cambridge 1903); doch 
sind folgende Resultate leicht ersichtlich: 

Durch Einschalten eines elektrischen Feldes wird der 
ursprüngliche Ionengehalt », = Yg/« verringert, die Strom- 
stärke nimmt mit der Zeit ab und erreicht einen stationären 
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Grenzwert, der bei Anwendung verschiedener Werte der elektro- 
motorischen Kraft nicht dieser proportional ist; das spezifische 
Leitvermégen eines ionisierten Gases ist also nach Strom- 
schluß zeitlich variabel und im stationären Endzustand eine 
Funktion der Stromdichte, und zwar eine mit steigender Strom- 
dichte abnehmende. 

Die zeitliche Variation erfolgt in Gasen sehr schnell, so 
daB sie in den meisten Fällen experimentell nicht verfolgt 
werden kann; die Abhängigkeit des stationären Leitvermögens 
von der Stromdichte bzw. von der elektromotorischen Kraft 
zeigt sich in bekannter Weise durch die „Charakteristik“, d. i. 
die Kurve i = f(Z), welche zu der Unterscheidung ,,Ohmscher 
Strom‘‘ (dem Ohmschen Gesetz gehorchender Strom) für kleine 
Feldintensitäten oder Spannungen, ‚unvollständig gesättigter 
Strom“ für mittlere und ,,Sattigungsstrom“ (von der elektro- 
motorischen Kraft unabhängiger konstanter Strom) für große 
Feldintensitäten oder Spannungen geführt hat. 

Ferner folgt aus den Gleichungen, daß im stationären 
Zustande die Ionenzahl pro Volumeinheit nicht mehr räumlich 
konstant ist: in den den Elektroden benachbarten Schichten 
sind Ionen des einen (und zwar dem der Elektrode entgegen- 
gesetzten) Vorzeichens im Überschusse vorhanden; dadurch ist 
auch das ursprünglich homogene elektrische Feld gestört, in 
der Nähe der Elektroden über den Mittelwert erhöht, in der 
Mitte unter denselben erniedrigt. 

Es ist ein naheliegender Gedanke, diese Annahmen auch 
auf flüssige und feste Dielektrika zu übertragen, die Leitung 
in diesen Medien als Jonenleitung aufzufassen. 

Einige anomale Erscheinungen bei der Leitung flüssiger 
Dielektrika (vgl. im Literaturverzeichnis Abteilung IV), so die 
zeitliche Abnahme der Stromstärke und die Nichtproportionalität 
von Stromstärke und elektromotorischer Kraft im stationären 
Zustande, wurden auch bereits in dieser Weise gedeutet, ja an 
einigen flüssigen Dielektrikas wurden der Größenordnung nach 
Ionenbeweglichkeiten und Ionenzahlen bestimmt (Schweidler, 
IV, 7, 8, 10). 

Aber auch die Erscheinungen der Wärmeproduktion, der 
Rotationen und der Rückstandsbildung lassen sich qualitativ 
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Bezüglich der Wärmeproduktion, von der oben nach- 
gewiesen wurde, daß sie nicht als die einem konstanten Leit- 
vermögen entsprechende Joulesche Wärme gedeutet werden 
könne, ist zunächst ersichtlich, daß bei Anwendung alter: 
nierender Felder (Wechselstrom) nicht der infolge des Strom- 
durchganges verringerte Wert des Leitvermögens im stationären 
Zustande, sondern jener Wert einzusetzen ist, der kurz nach 
Stromschluß vorhanden ist; es wird damit auch begreiflich, daß 
das mittlere Leitvermögen abhängig ist von der Dauer der 
Einwirkung des Feldes in bestimmter Richtung, daß mit ab- 
nehmender Periodendauer des Wechselstromes das Leitvermögen 
immer näher an den — im feldlosen Raume gültigen Wert — 


Age 


heranrückt. 

Beziiglich der Rotationserscheinungen und Drehungs- 
momente, die nach der im Abschnitt II, 2 angegebenen Formel 
auf die Leitungskonstanten zurückführbar sind, gilt dasselbe. 
Insbesondere wird es verständlich, daß das Drehungsmoment D 
langsamer wächst als 7?, da das spezifische Leitvermögen mit 
steigender Feldintensität abnimmt. 

Auch die Rückstandsbildung im engeren Sinue kann zu- 
rückgeführt werden auf die durch die Stauung der Ionen in 
der Nähe der Elektroden bedingten Feldstörungen. Es läßt sich 
hier einfach die im vorigen Abschnitt behandelte Maxwellsche 
Theorie der geschichteten Dielektrika anwenden: 

Ein Medium mit Ionenleitung ist zwar nicht von vorn- 
herein inhomogen, aber es wird inhomogen bezüglich seiner 
Leitfähigkeit infolge des Stromdurchganges; die ursprüngliche 
Leitfähigkeit im feldlosen Raume wird — wie oben erwähnt — 
verändert, und zwar in der Nähe der Elektroden stärker er- 
niedrigt als in der Mitte. Somit muß ein derartiges Medium 
nach einiger Dauer der Einwirkung des elektrischen Feldes 
das Verhalten eines geschichteten Dielektrikums zeigen. 

Wenn so die Annahme von Ionenleitung auch in flüssigen 
und festen Dielektrikas genügt, die anomalen Erscheinungen 
in qualitativer Hinsicht zu erklären, so ergeben sich doch 
Bedenken bei der Anwendung diese: i 
der quantitativen Verhiltnisse. ‘ 


tellung 
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Zunächst sind, wie oben erwähnt, Schwierigkeiten mathe- 
matischer Natur vorhanden, welche die exakte Lösung des 
Problems verhindern: in einem Medium, dessen Ionenkonstanten 
(lonisierungsstärke g, Koeffizient der Wiedervereinigung «&, Be- 
weglichkeiten ¢, und c,) gegeben sind, den Strom als Funktion 
der Zeit und der elektromotorischen Kraft darzustellen. Diese 
Schwierigkeiten nun beeinträchtigen wohl die Anwendbarkeit 
der Theorie, ohne natürlich gegen ihre Richtigkeit etwas zu 
beweisen. 

Aber auch in bezug auf die Richtigkeit ergeben sich 
Bedenken. Wäre die Abnahme des Rückstandsstromes von 
seinem Anfangswerte auf einen hierzu relativ kleinen Endwert 
bedingt durch die Entionisierung infolge des Stromdurchganges, 
so müßte man annehmen, daß der stationäre Strom der un- 


vollkommen oder vollkommen Phase angehört (vel. 


II. Phase: Unvollständig gesättigte Strom. 
000. Phase: Sättigungsstrom. ob 


Es zeigt sich aber tatsächlich, daß der stationäre Endwert 
des Stromes in einem rückstandbildenden Dielektrikum (z. B. 
Glas) innerhalb weiter Grenzen dem Ohmschen Gesetze ent- 
spricht, d. h. der elektromotorischen Kraft proportional ist (man 
vergleiche die experimentellen Resultate von E. Warburg, 
Wied. Ann. 21. p. 622, und F. M. Exner, Verh. d. D. Phys. Ges. 
3. p. 26. 1901, sowie E. v. Schweidler (I, 46)). Für den 
„Ohmschen Strom‘ (Phase I) aber ist wiederum die Differenz 
zwischen dem Anfangswerte des Stromes für ¢=0 (in der 
Figur durch die Gerade 1 dargestellt) und dem stationären 


Endwerte (in der Figur Kurve 2) gering. 


BR, 
Gia 
} 
- 
> 2b. 
H 
| 
Bi 
‘ N 
| 
j 
1 
Sa 
| 
| 
1 
= Bi 
| 
| 


736 E. v. Schweidler. 


Die Annahme bloß einer Gattung von lonenpaaren ist 
also nicht zulässig. 

Man könnte nun annehmen, daß von jedem Vorzeichen 
Ionen mit sehr verschiedenen Werten der spezifischen Ge- 
schwindigkeit gleichzeitig im Dielektrikum vorhanden seien, so 
daß bei bestimmter elektromotorischer Kraft für die eine 
Gattung (die leicht beweglichen) bereits Sättigungsstrom ein- 
tritt, -während für die anderen (schwer beweglichen) noch 
Ohmscher Strom herrscht. Aber auch diese kompliziertere 
Annahme ist vollkommen unvereinbar mit folgender Tatsache: 

Nach Einschaltung einer elektromotorischen Kraft vom 
Werte Z, zur Zeit = 0 beobachtet man einen Strom, dar- 
stellbar durch i, = a, + f(t), wobei f(ö) von einem hohen An- 
fangswerte asymptotisch auf Null absinkt und a, den statio- 
nären Endwert darstellt; wird nach hinreichend langer Zeit 7, 
so daß f(7) praktisch gleich Null gesetzt werden kann, die 
elektromotorische Kraft plötzlich vergrößert, z. B. auf den 
Wert E,=kE,, so beobachtet man tatsächlich einen Strom i, 
der als Funktion der Zeit gegeben ist durch die Formel: 


= ha, +k-Dfe-N), 


entsprechend der früher erwähnten Proportionalitätsbeziehung 
zwischen stationärem Teil der Strömung und elektromotorischer 
Kraft, sowie dem Superpositionsprinzip für den zeitlich variablen 
Bestandteil des Stromes. Da f(0) groß gegen a, ist, setzt 
also unmittelbar nach der Vergrößerung der elektromotorischen 
Kraft der Strom i, mit einem Werte ein, der nahezu (& — 1) mal 
größer ist als der Anfangswert von i, für ¢ = 0. 

Der auf Ionenleitung beruhende Strom könnte aber un- 
mittelbar nach Einschaltung der elektromotorischen Kraft Z, 
höchstens den Wert ka, erreichen, da ja die Leitfähigkeit des 
Mediums durch den langdauernden Strom i, bereits auf den 
mittleren Betrag von a,/#, herabgedrückt wurde. 

Es ist also resumierend über die Anwendung der Theorie 
der Ionenleitung auf flüssige und feste Dielektrika zu sagen, 
daß die von ihr geforderten anomalen Eigenschaften des 
spezifischen Leitvermögens (zeitliche Variabilität, Abhängigkeit 
von Stromdichte) zwar an den tatsächlich beobachteten Er- 
scheinungen mitbeteiligt sein können, daß sie aber für sich 
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allein nicht ausreichend ist, die wesentlichen Eigentümlichkeiten 
der beobachteten Phänomene, vor allem die Gesetze der Rück- 
standsbildung zu erklären. 

zung 5. Anomalien des dielektrischen Verhaltens. 

Eine dritte Möglichkeit der theoretischen Behandlung liegt 
in der Annahme von Anomalien des dielektrischen Verhaltens. 
An Stelle der Voraussetzung, daß die dielektrische Verschiebung 
(oder Polarisation) zu jeder Zeit der elektrischen Feldstärke 
proportional sei und daß dieser Proportionalitätsfaktor eben 
durch den konstanten Wert der Dielektrizitätskonstante gegeben 
sei, treten kompliziertere Bedingungen, nach denen der jeweilige 
Wert des Verschiebungsvektors ® nicht allein eine Funktion 
des simultanen der Feldstärke €, sondern auch der vorher- 
gegangenen Zustände des Mediums sein soll. Mit anderen 
Worten: analog wie in bezug auf Elastizität und Magnetismus 
zeigen viele Medien auch in bezug auf dielektrische Vorgänge 
Nachwirkungserscheinungen oder Hysteresis im weiteren Sinne 
des Wortes. 

Allgemein gehaltene Sätze analogen Inhaltes sind oftmals 
ausgesprochen worden, doch nur wenige Versuche liegen vor, 
die funktionelle Beziehung zwischen Momentanwert der Ver- 
schiebung und der „Vorgeschichte“ des Mediums präzise zu 
formulieren und damit das Fundament für eine eigentliche 
Theorie der Hysteresiserscheinungen zu schaffen. 


a) Hysteresis im engeren Sinne. 


Unter Hysteresis im engeren Sinne (,,hysteresis proprement 
dit“) bezeichnen manche Autoren, speziell Beaulard (II, 37) 
jene Form der Nachwirkungserscheinungen, wie sie an ferro- 
magnetischen Substanzen, besonders an weichem Eisen, experi- 
mentell gründlich untersucht und auch theoretisch bis zu einem 
gewissen Grade befriedigend dargestellt wurden (vgl. Winkel- 
mann, Handbuch der Physik, Bd. V, 1, p. 217—222). Es ist 
naheliegend, die Gesetze der magnetischen Hysteresis einfach 
auf die dielektrische zu übertragen: bei variabler Feldintensität 
ist die einem bestimmten Werte derselben zugeordnete Ver- 
schiebung größer bei abnehmendem als bei zunehmendem 
Gange der Feldintensität; infolgedessen tritt bei zyklischer 
Annalen der Physik. IV. Folge. 24, 
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Schwede. 


Elektrisierung (Wechselspannung) in der graphischen Dar- 
stellung eine geschlossene Kurve auf (Hysteresisschleife), deren 
Flächeninhalt bekanntlich die pro Periode im Wärme um- 
gesetzte Energie angibt. Außerdem führt diese Anschauung 
zu den Begriffen „dielektrische Koerzitivkraft“ (durch O A) und 
IE „remanente Elektrisierung‘“ (durch OB 
D dargestellt). 
Für die Abhängigkeit der Hyste- 
ae resisarbeit von der Amplitude der 
/ periodischen Magnetisierung haben 
die Versuche im allgemeinen eine 
Formel ergeben von der Form: 
W=n.H",won= ca. 1,6. 


ee Die Ubereinstimmung der von 
1 Arno (l. c.) gefundenen Beziehung 
Fig.8. zwischen der elektrischen Hysteresis- 
arbeit und der Effektivspannung (W 
proportional 2”, wo n zwischen 1,5 und 1,96) mit obiger Formel 
wurde oftmals als Beweis fiir die Analogie der magnetischen 
und der dielektrischen Hysteresis betrachtet. 

Insbesondere Beaulard (II, 37) hat die Unanwendbarkeit 
dieser Theorie nachgewiesen. Bei der magnetischen Hysteresis 
ist die Amplitude der periodisch wechselnden magnetischen Feld- 
intensität $ in erster Linie maßgebend, die Periodendauer von 
minder wesentlichem und noch nicht ganz sicher festgestelltem 
Einfluß. Die Abhängigkeit der dielektrischen „Hysteresisarbeit“ 
von der Dauer der Periode (vgl. Abschnitt I, 2 und 3) stört 
die Analogie bedeutend. 

Ferner ist darauf hinzuweisen, daß ,,Remanenz“ und 
„Koerzitivkraft“ auf elektrischem Gebiete noch nicht experi- 
mentell sichergestellt werden konnten (Germanischskaja, 
VI, 3) und endlich, daß die Rückstandserscheinungen, bei denen 
der zeitliche Verlauf des anomalen Stromes das erste Problem 
bildet, in dieser der magnetischen Theorie nachgebildeten über- 
haupt nicht darstellbar sind. 

=; b) Viskose Hysteresis, 
__-b,). Auf Grund der oben angeführten Uberlegungen hat 
eine Reihe von Forschern die Theorie der elektrischen Hysteresis 
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im engeren Sinne — analog der magnetischen Hysteresis — ver- 
worfen und ,,viskose Hysteresis“ (auch „elektrische Viskosität“ 
genannt) angenommen (Schaufelberger, II, 32, 34; Beau- | 
lard, II, 86, 37; Arno in seinen späteren Arbeiten, II, 27; 
Porter und Morris, II, 22 u. a.). 
Hierunter versteht man die Tatsache, daß bei plötzlicher 

Erregung eines elektrischen Feldes die dielektrische Ver- BER. 
schiebung nicht momentan den durch KG gegebenen Wert — 


2 


annimmt, sondern ihn erst allmählich ansteigend asymptotisch cat 
erreicht. Bei kontinuierlicher (eventuell periodischer) Anderung Boar. 
des Feldes € bleibt daher die Verschiebung ® stets hinter ihrem 
„Sollwerte“ zeitlich zurück. As 
Diese, als ,,dielektrische Nachwirkung“ auch auf dem 
Gebiete der Riickstandsbildung versuchte Annahme (Boltz- 
mann, Romich und Nowack, I, 7; Hopkinson, I, 9—11; _ 
Willner, I, 12 u.a.) erfordert nun eine schärfere Fassung. 


b,) Pellats Theorie. 


Die einzige bisher tatsächlich erfolgte präzise Formulierung 
rührt von Pellat her (I, 39, 41 identisch mit II, 33, 39). Der 
Grundgedanke ist folgender: Z 

Wird an einer Stelle eines dielektrischen Mediums, das 
hinreichend lange Zeit der Einwirkung eines elektrischen — 
Feldes entzogen war, plötzlich zur Zeit t=0 ein Feld von der 
Intensität €, erzeugt und für ¢>0 konstant erhalten, so nimmt — 
die Verschiebung ® ebenfalls plötzlich zur Zeit =0 dm 


wo « und s zwei Materialkonstanten sind. 
Es wird für r wt 

Somit gilt allgemein die Gleichung: 


ai 
d.h, die Verschiebung strebt einem stationären Endwerte D,, oe 
zu und ihre Anderungsgeschwindigkeit ist jederzeit proportional 
der Differenz dieses Endwertes und des momentanen Wertes. 
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Bei beliebiger zeitlicher Variation der Feldintensität €, = / () 
gilt ebenfalls die Differentialgleichung: 


d®. d 
az K —* + a[e KE, — 


oder wenn man D, = KE,+D, setzt: il 


Pellat bezeichnet die Größe K als „wahre Dielektrizitäts- 
konstante‘, K€ als „fiktive Polarisation“ und ®’ als „wahre 
Polarisation“. 

An Stelle dieser — vom Standpunkte der Maxwellschen 
Theorie aus etwas willkürlich gewählten — Bezeichnungsweise 
Pellats soll im folgenden X € „normale Verschiebung“ und 9D’ 
„viskose Verschiebung‘ genannt werden. 

Auf Grund obiger Annahmen ist also ein Dielektrikum im 
allgemeinen durch vier Materialkonstanten zu charakterisieren: 
zu Dielektrizitätskonstante X und spezifischem Leitvermögen A 
treten noch die Größen se und «; ¢ ist von der Dimension einer 
reinen Zahl und gibt das Verhältnis des stationären Endwertes 
der viskosen Verschiebung zu der normalen Verschiebung an; « 
ist von der Dimension einer reziproken Zeit und 1/& bedeutet 
die Relaxationszeit der viskosen Verschiebung. 
Es ergeben sich ferner folgende Konsequenzen: 
1. Bei konstanter Feldintensität €, ist 


pos = KE, + (1 —e**)s KG, 
und daher der Verschiebungsstrom pro Flächeneinheit 


Ein diesem Verschiebungsstrom entsprechender Leitungs- 
strom zirkuliert in der Zuleitung. Hat das Dielektrikum eines 
Kondensators die Flächengröße der Belegung f und die Dicke d, 
so daß die Potentialdifferenz der Belegungen gegeben ist durch 
E=d.E,, so gilt für den Gesamtstrom in der Zuleitung: 


J=weCE.e-et, 

Wird der Kondensator nach unendlich langer Ladungs- 
dauer entladen, indem zur Zeit = 0 die Belegungen ohne 
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Einschaltung einer elektromotorischen Kraft direkt leitend ver- “ 
bunden werden, so ist mode eb 


h. durch ,,Freiwerder. des Rückstandes“ entstandene 
Strom y, ist dem rickstandsbildenden Strom“ y 

gesetzt gleich. 

Ladungsdauer T entladen, so ist 


fir 0; D= «KE, (1 —e-*7), 
für ¢>0; D=eKE,(l — 


4 — eret+ N], 


d.h. der nun auftretende Strom entspricht dem Superpositions- 
prinzip. 
Qualitativ sind also die empirischen Gesetze der Rück- 
standsbildung aus der Pellatschen Theorie abzuleiten; in 
quantitativer Beziehung besteht Nichtübereinstimmung bezüg- 
lich der Form des zeitlichen Verlaufes, für den die Theorie 
eine Exponentialfunktion e-«‘, die Erfahrung die Formel Br" = 
liefert. Pellat meint, die Versuche J. Curies zitierend (I, 21), | 
daß die Beobachtung nicht hinreichend genau sei, um die 2 se 
Differenz zwischen der theoretischen und der empirischen — eg 
Formel mit Sicherheit konstatieren zu können. Dies ist wohl 
ein Irrtum; außer J. Curies haben auch die von Pellat nicht 
zitierten Experimentaluntersuchungen von Kohlrausch (I, 1), 
Hopkinson (I, 9, 10, 11), Giese (I, 15), Dieterici (I, 18) u. a. 
das gleiche Resultat ergeben, und Beobachtungsfehler von der | 
GréBe der Differenz der nach beiden Formeln berechneten — 
Stromstärken sind schlechthin ausgeschlossen. 

Bezüglich der Gesetze der Rückstandsbildung bedarf 
die Pellatsche Theorie jedenfalls einer Modifikation. wo 
2. Für den Fall eines sinusférmigen Wecselfeldes 


€ = G, sin =e 


lassen sich die Erscheinungen einen man in die a 
im zweiten Teile, Abschnitt 1, angeführten Formeln (p. 722 
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und 723) für die unbestimmt gelassene Funktion f(w) auf Grund 
der eben abgeleiteten Resultate setzt: 
fu) = wel.e-er. 
Man erhält also: 


=* {Aco + Bsin 


wobei 
yom 

B= feeCe-esin gq 


0 


u 


Somit — .unter weiterer Anwendung der auf p. 723 ab- 
geleiteten Formeln — für die scheinbare Kapazität des Konden- 
sators: 


of 
C= C 1 +8 4. rd 
also mit zunehmender Periodendauer steigende Kapazität, und 
für den reziproken Wert des scheinbaren Widerstandes: 
> 
eC 
also Zunahme des scheinbaren Leitvermögens und damit der 
in Wärme umgewandelten Energie mit abnehmender Perioden- 
dauer. 
Die qualitative Übereinstimmung mit den empirischen 


Resultaten ist wieder vorhanden. 


b,) Modifikation der Pellatschen Theorie, 


Eine Erweiterung der Pellatschen Theorie erhält man 
durch folgende Annahmen: 

Die dielektrische Verschiebung besteht aus einem Bestand- 
teil (normale Verschiebung), der jeweils der momentanen Feld- 
intensität proportional ist, und einer Summe von Gliedern, 
deren jedes für sich nach einem analogen Gesetz, wie es die 
Pellatsche Theorie annimmt, einem Grenzwert zustrebt, bei 
denen aber die einer bestimmten Feldintensität entsprechenden 
Endbeträge und die Zeitkonstanten verschieden sind. Also: 
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wobei ®, der Differentialgleichung genügt: ru 


Im stationären Endzustande bei € = G, and t= © wird: 
D, = €, K{l + Fe). 


Wird ein Kondensator zur Zeit ¢ = 0 plötzlich geladen, 
so ist der Rückstandsstrom gegeben durch: Br re 


D, = KE, {l + Le (l —e-% 4}, 
14D, _ KG, 
4n dt 4n 
Die Zeitfunktion f(, die den Abfall des Rückstands- 
stromes darstellt, ist also durch eine Summe von einfachen 
Exponentialfunktionen gegeben. Da jede Funktion, die stetig 
abnimmt und deren sämtliche Ableitungen ebenfalls stetig ab- 
nehmen, mit beliebiger Annäherung durch eine solche Summe 
von Exponentialfunktionen darstellbar ist, genügt die modi- 
fizierte Theorie jeder empirisch gefundenen Form für f(d), 
welche obiger Bedingung bezüglich der Derivierten entspricht. 
Die Gesetze der Superposition bei beliebig veränderlicher 
Feldintensität €, gelten natürlich für die Summe der Exponen- 
tialfunktionen ebenso wie für die einzelne im früheren Falle der 
Pellatschen Theorie. Speziell für einfach periodische Wechsel- 
felder ergibt sich: 


i= — 


>» —a,t 
= 


KG, {14+ | 


An? + a? 1? 


T i4n® 


und analog wie früher für die scheinbare Kapazität und die 
scheinbare Leitfähigkeit Ausdrücke, die nur durch die Ein- 
fügung des Summenzeichens modifiziert sind. 

Diese Formeln lassen sich nun noch in anderer Weise 
darstellen. Statt einer endlichen Anzahl von Gliedern der Form 
®,=:,KE kann man eine unendliche Anzahl annehmen, deren 
Zeitkonstanten «, kontinuierlich zwischen den Werten 0 und oo 
abgestuft sind. An Stelle der Sättigungswerte e, X € tritt dann 
eine Funktion K €«(a)da, die angibt, welcher Betrag vom ge- 
samten Verschiebungsvektor auf jene Bestandteile entfällt, deren 
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analog wie man z. B. in der Theorie der Strahlung die Inten- 
2 sitätsverteilung über verschiedene Wellenlängen A darstellt 
durch eine Funktion f(A) und die Gesamtintensität setzt: 


a 


Die obigen Gleichungen nehmen dann folgende Form an: 
Im stationären Zustande für t= 00 bei konstanter Feldstärke €; : 


sil 


D.=KE, + fe (a) da} 


bei plötzlicher Einschaltung eines Feldes €, zur Zeit ¢ = 0: 


KE, {i+ d tint 
0 


bow 


in 
K 

0 


| = bei einfach periodischem Felde € = €, sin 22¢/r: 


@ 


D = sin ast dal, 


4n* + 


0 
n 
T 4n? + 7? 
5 orte, 


0 


oy Man kann nun auch umgekehrt die Forderung stellen, die 
Funktion s(«) zu bestimmen, wenn z. B. der zeitliche Verlauf 
des Rückstandsstromes i = ff) empirisch ermittelt ist. 

Es wurde bereits erwähnt, daß empirisch mit großer An- 
 näherung sich die Formel i = f() = bE,.t”" ergibt. 


Aus der Gleichung: 
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erhält man dann’): ie 


Da n<1, also (2 — n) positiv ist, wird für «=0 die Funktion 
e(c) = 00; auch müßte im stationären Zustande die durch 


gegebene Verschiebung unendlich groB werden, und zwar durch 
die Integration von Null bis zu einem beliebig kleinen «,, 
während Fr endlich bleibt. Es wurde bereits im Teile I, Ab- 


schnitt 1, p. 715, erwähnt, daß die Annahme exakter Gültigkeit 
der empirischen Näherungsformel i = 5.f” zu unwahrschein- 
lichen Konsequenzen führt. Nimmt man an, daß für sehr große 
Zeiten diese Formel nicht mehr gilt, sondern daß dann die 


wirkliche Stromstärke rascher absinkt und daß fi dt endlich 
0 


bleibt, so ist dann auch die Funktion ¢(c” zu modifizieren, und 
zwar gerade in jenem Gebiet, für welches a = 0 oder sehr 
klein ist; denn der Rückstandsstrom nach sehr langer Zeit 
(£ groß) ist bedingt durch jene Bestandteile der viskosen Ver- 
schiebung, die sich sehr langsam ändern (« sehr klein). Es 
genügt also im Intervalle von «=0 bis «=«, wo a, sehr 
klein sein kann, s(«) durch eine andere Funktion als die oben 


angegebene zu ersetzen, die der Bedingung genügt: fi (a)da 
0 
= endlich, für «<q@,.aber die obige Form beizubehalten; das 
Resultat ist, daB fe («)d« endlich bleibt und daß die Strom- 
0 


stärke i = fü aeé(a)e-“'da bis zu großen Werten von ¢ durch 
ö 


die Formel i = 5.¢" dargestellt wird, erst dann rascher als 
nach dieser Formel gegen Null konvergiert und daß die „Rück- 


standsladung“ fi idt endlich bleibt. Für die Vorgänge, die 
0 . 


RER 


> 1) Vgl. Serret, Differential- und Integralrechnung, III/1, p. 190. 
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sich im periodisch wechselnden Felde abspielen, ist die Form 
der Funktion s(«) für kleine Werte des Argumentes unwesent- 
lich, solange die Periodendauer r nicht sehr groß wird, da 
die dabei auftretenden Koeffizienten A und B durch Inte- 
gration von Produkten &s(«), bzw. &?s(«) entstehen, somit die 
Integration im Intervall von 0 bis «, («, sehr klein) Beträge 
liefert, die unendlich klein von der ersten, bzw. zweiten Ord- 
nung sind. 

Die Charakterisierung eines Dielektrikums erfolgt also 
nach der modifizierten Pellatschen Theorie folgendermaßen: 

Außer der Dielektrizitätskonstante X und dem spezifischen 
Leitvermögen 4 des Mediums ist noch eine Funktion s(«) im 
Bereich « = 0 bis a = oo anzugeben; das Integral 

@ 

= f 

0 
liefert dann das Gesetz des zeitlichen Verlaufes des Riickstands- 
stromes; umgekehrt kann die Funktion s(«) aus der empirisch 
gefundenen Funktion f(t) ermittelt werden. Vermöge der Gültig- 
keit des Superpositionsprinzipes, die sich aus den Annahmen 
der Theorie ergibt, lassen sich dann die Gesetze des Strom- 
verlaufes bei beliebig variierender Feldintensität prinzipiell ab- 
leiten, also insbesondere die Vorgänge im Wechselfelde: die 
scheinbare Kapazitätsänderung bei Variation der Periode und 
die in Wärme umgewandelte Energie, ferner die damit zu- 
sammenhängenden ponderomotorischen Kräfte, die ein Dielek- 
trikum bei relativer Rotation zu einem konstanten elektrischen 
Felde erfährt. 

Die Fassung dieser erweiterten Theorie ist also allgemein 
genug, um beliebige empirisch gefundene oder noch zu findende 
Formen des zeitlichen Verlaufes der Rückstandsbildung dar- 
stellen zu können und präzisiert genug, um die quantitative, 
nicht bloß qualitative Ableitung der übrigen Hauptformen 
anomalen Verhaltens aus der Riickstandsbildung zu er- 
möglichen. 

Bloß in einem Detail ergibt sich ein Widerspruch zwischen 
den Resultaten der theoretischen Ableitung und dem direkten 
Ergebnis des Experimentes; die im Wechselfelde umgewandelte 
Energie und damit die Drehungsmomente im rotierenden Felde 
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müssen nach der Theorie proportional dem Quadrat der Feld- 
intensität sein, während von einigen Beobachtern eine andere 
Beziehung (proportional €*, wo n=1,5 bis 1,96, vgl. p. 720) 
gefunden wurde. In diesen Fällen spielt vielleicht die anomale 
Art der Leitung mit, deren Effekte sich über die der dielek- 
trischen Nachwirkung überlagern. 


b,) Molekulartheoretische Bedeutung der modifizierten 
RR Pellatschen Theorie. 


Die Zerlegung des tatsächlich vorhandenen Verschiebungs- 
vektors D in eine beliebig große Anzahl von Teilbeträgen, die 
alle einer bestimmten Differentialgleichung genügen, aber für 
die darin enthaltenen Parameter & und s verschiedene Werte 
aufweisen, erscheint auf den ersten Blick als eine gekünstelte, 
rein mathematische Fiktion, die schließlich nur darauf hinaus- 
läuft, für die Darstellung einer komplizierten empirisch ge- 
gebenen Funktion beliebig viele Konstanten einzuführen. Es 
soll nun gezeigt werden, wie diese Fiktion einer einfachen 
physikalischen Interpretation fähig ist. 

in der vormaxwellschen Zeit wurden die dielektrischen 
Erscheirungen gedeutet als bedingt durch die Einlagerung 
kleiner (molekularer) leitender Teilchen; diese Anschauung gipfelt 
in der bekannten Clausius-Mosottischen Theorie. 

Eine Zeitlang wurden durch die Maxwellsche Formulie- 
rung der Grundgleichungen die molekularphysikalischen Be- 
trachtungsweisen auf dem Gebiete der Dielektrika ganz zurück- 
gedrängt. 

Die Anschauungen der modernen Ionen- und Elektronen- 
theorie führten aber solche wieder ein, und zwar konnten die 
Vorstellungen der alten Theorie mit leichten Modifikationen 
wieder verwendet werden. An Stelle des leitenden Partikels 
oder Moleküls — grob versinnlicht durch eine kleine Metall- 
kugel in einem isolierenden Medium eingebettet — tritt das 
aus entgegengesetzt geladenen Jonen (negatives Elektron und 
positives Restatom) bestehende Molekül. Die relative Ver- 
schiebbarkeit der beiden Bestandteile ersetzt die Leitung im 
alten Sinne. Die Moleküle als Ionenkomplexe können nun 
auch als „Aesonatoren‘‘ aufgefaßt werden, indem die aus der 
Gleichgewichtslage gebrachten Ionen eine bestimmte Dauer der 
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Eigenschwingung besitzen. Die Erscheinungen der normalen 
und anomalen Dispersion elektrischer Wellen, sowie die damit 
zusammenhängende Absorption werden in der modernen Theorie 
von diesem Gesichtspunkte aus behandelt. 

Es liegt nun nahe anzunehmen, daß neben Molekülen, 
deren Ionen eine Eigenschwingung von bestimmter Dauer und 
bestimmtem Dämpfungsverhältnis bedingen, auch solche vor- 
handen seien, bei denen die Dämpfung so groß ist, daß an 
Stelle einer Schwingung eine aperiodisch gedämpfte Bewegung 
auftritt. Unter dem Einfluß eines plötzlich auftretenden, dann 
konstant bleibenden elektrischen Feldes stellt sich dann der 
neue Gleichgewichtszustand derart her, daß die Abweichung 
von diesem nach einer Exponentialfunktion e=-«* abnimmt. 

Die molekularphysikalische Deutung der Pellatschen 
Theorie wäre daher folgende: Neben den Molekülen, die als 
Resonatoren mit bestimmter (sehr kleiner) Schwingungsdauer 
einem relativ langsam veränderlichen elektrischen Felde ohne 
merkliche Phasendifferenz folgen, sind in einem anomalen 
Dielektrikum auch Moleküle vorhanden, in denen die Ver- 
schiebung der Ionen aperiodisch gedämpft erfolgt, und zwar 
so, daß die Konstante @ der obigen Formel für alle Moleküle 
den gleichen Wert besitzt. Die Größe s gibt an, in welchem 
Verhältnis der VerschiebungsfluB dieser aperiodisch gedämpften 
Moleküle zu dem der oszillatorisch beweglichen steht. 

In der modifizierten Theorie wird angenommen, daß nicht 
eine Gattung solcher aperiodisch gedämpfter Ionenkomplexe 
mit bestimmter Zeitkonstante & vorhanden sei, sondern eine 
große Anzahl verschiedener Gattungen mit verschiedenen Werten 
ihrer Zeitkonstanten «,, die in verschiedener Anzahl (pro- 
portional ¢) pro Volumeinheit vorhanden sind. 

Eventuell kann man die möglichen Werte der Dämpfung 
als kontinuierlich abgestuft auffassen und die Funktion &(«) 
gibt an, nach welchem Gesetze die Häufigkeit der von 0 bis oo 
variierenden «-Werte verteilt ist. 

Die Zerlegung einer empirisch gegebenen Funktion in 
eine Summe einfacher Exponentialfunktionen entspricht daher 
physikalisch einer Sonderung der Wirkungen, die von ver- 
schiedenen Gruppen unter sich gleichartiger Moleküle hervor- 
gebracht werden. 
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Dritter Teil. 


Experimentelle Beiträge zur Untersuchung der Rückstandsbildung wir 


: 1. Versuchsanordnung. 


Um den Rückstandsstrom bezüglich seines zeitlichen Ver- 
laufes, seiner Abhängigkeit von Ladungsdauer, elektromoto- 
rischer Kraft, Temperatur usw. zu untersuchen, wurde die 
Methode der direkten galvanometrischen Messung angewendet. 


Das benutzte Instrument war ein hoch empfindliches Dreh- 


spulengalvanometer, dessen Reduktionsfaktor 3,19. 107° 


betrug; hieraus und aus der Schwingungsdauer und Dämpfung 
der Spule berechnete sich der ballistische Reduktionsfaktor 
zu 1,34.1079 

pars 

Nebenstehende Fig. 4 zeigt die Schaltung an; der zu 
untersuchende Kondensator X ist einerseits mit einem Punkt 
von konstantem Potential + Z verbunden, andererseits über das 
Galvanometer @. zur Erde abgeleitet. Um den — Aus- 
schlag des Galvanometers 
beim Ein- oder Ausschalten 3 
E zu vermeiden, ist ein ov itt RR 
Schlüssel 8, als Kurzschluß 
der Galvanometerleitung an- 
gebracht; zugleich gestattete 
es dieser Schlüssel in Verbin- 
dung mit dem Schlüssel $, 
jederzeit, ohne Unterbrechung ; % Er 
des den Kondensator durch- 4 
fließenden Stromes, den Null- Sushi 
punkt zu prüfen. Bei Anwendung kleiner Werte von Z konnte 
bei geöffnetem Schlüssel 8, aus dem ballistischen Ausschlage 
die Kapazität des Kondensators X bestimmt werden. 

Da in verschiedenen Versuchsreihen sehr verschiedene 
Meßbereiche nötig waren, wurden diese nach Bedarf geändert. 
Eine Erhöhung des Meßbereiches (Erniedrigung der Empfind- 
lichkeit) auf das Zehn-, Hundert- oder Tausendfache des 
normalen Wertes wurde in der üblichen Weise durch Anlegen 
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von Shunts zur Galvanometerspule bewerkstelligt. Um den 
MeBbereich auch auf schwache Ströme (von etwa 10”? Amp, 
abwärts bis 10”!! Amp.), die einen für genauere Messung zu 
geringen Ausschlag erzeugten, auszudehnen, wurde folgende 
Versuchsanordnung getroffen: Die über das Galvanometer zur 
Erde führende Stromleitung kann durch einen Schlüssel 8$,, 
unterbrochen werden. Parallel zu dieser Leitung ist eine zweite 
geschaltet, die einen Glimmerkondensator GK von 1 Mikrof. 
Kapazität enthält. Der Glimmerkondensator nimmt dann 
während der Unterbrechungsdauer 7 infolge des (als konstant 
vorausgesetzten) Stromes i die Ladung :7 an, welche durch 


Schließen von $,, aus dem ballistischen Ausschlag ermittelt 
werden kann. Ein Strom, der einen Dauerausschlag von 1 pars 
bewirkt, gibt pro Sekunde der Unterbrechungszeit einen bal- 
listischen Ausschlag von 1/4,21 partes, also bei 500 Sek. Unter- 
brechungszeit einen Ausschlag von 119 partes, d.i. eine Er- 
höhung der Empfindlichkeit auf das rund 120fache der normalen. 
Infolge der großen Kapazität des Glimmerkondensators bleibt 
das Potential der aufgeladenen Belegung auch nach längerer 
Zeit klein, z. B. 0,16 Volt nach 500 Sek. im früheren Beispiel, 
so daß die den Strom i unterhaltende elektromotorische Kraft Z 
(gewöhnlich 100—300 Volt) praktisch als konstant betrachtet 
werden kann. Der Ladungsverlust durch Leitung und Rück- 
standsbildung im Glimmerkondensator selbst war zu vernach- 
lässigen. 
Unmittelbar nach der Ein- oder Ausschaltung der elektro- 
motorischen Kraft ist die zeitliche Änderung des Rückstands- 
stromes eine so rapide, daß das infolge seiner starken Dämpfung 
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träge Galvanometer eine Messung der zu einer bestimmten 
Zeit vorhandenen Stromstärke durch den gleichzeitig beob- — 
achteten Ausschlag unmöglich macht; erst nach etwa einer 
halben Minute kann der — nun langsamer abnehmende — 
Ausschlag als Maß des Stromes angesehen werden. Um nun 
auch kurz nach Stromschluß wenigstens einen Wert er 
Stromstärke zu bestimmen, wurde folgende Schaltung an- 
gewendet: 
Parallel dem Galvanometer liegt eine Leitung, die den 
Schlüssel 8, und einen Widerstand W, (W,=10Ohm) enthält. — 
An den Enden des Widerstandes W, liegt wieder eine Leitung, — 
die einen Akkumulator A und einen Regulierwiderstand AR 


a 


enthält. Das Verfahren ist folgendes: Durch einen Vorversuch _ 
wird auf dem Wege der Extrapolation ungefähr ermittelt, 
welche Stromstärke zu einer bestimmten Zeit 4, nach Ein- 
schaltung der elektromotorischen Kraft im Galvanometer zu 
erwarten ist. Beim zweiten definitiven Versuche bleibt 5 
zunächst geschlossen; der Akkumulator A entsendet einen Wan 
Zweigstrom (Hilfsstrom) in das Galvanometer, der durch 
Variation des Regulierwiderstandes % auf eine beliebige Größe 
gebracht werden kann und einen konstanten Ausschlag a 
hervorruft. Nun wird zur Zeit ¢= 0 im Hauptkreis die elektro- 
motorische Kraft Z# eingeschaltet; da 8, geschlossen ist und : Ä 
W, (1 Ohm) gegenüber dem Widerstande der Galvanometer- 
spule (10000 Ohm) immer noch als Kurzschluß aufgefaßt werden 
kann, geht der normale Ladungsstrom und der mit hohen An- > 
fangswerten einsetzende Rückstandsstrom i zunächst über 8 
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und W, zur Erde, während im Galvanometer der Hilfsstrom 


den konstanten Ausschlag a erhält. 


Zu jener Zeit t=¢,, für 


welche auf Grund des Vorversuches zu erwarten ist, daß i=a 
Es wird damit gleichzeitig 
der Hilfsstrom a unterbrochen und der zu messende Strom i 
über das Galvanometer geleitet. 
der Unterbrechung i=a, so bleibt in diesem Momente die ab- 
gelenkte Galvanometerspule im Gleichgewichte, um dann der 
Abnahme von i entsprechend ihren Ausschlag zu verringern; 
war aber im Momente der Unterbrechung i größer oder kleiner 
als a, so erfolgt auch eine stoßartige Vergrößerung oder Ver- 


ist, wird der Schlüssel 8, geöffnet. 


kleinerung des Ausschlages. 


War wirklich im Momente 


Auf diese Weise kann also die 


Stromstärke i bestimmt werden für eine relativ kurze Zeit (in 
praxi etwa 10 Sek.) nach Stromschluß. 


2. Versuchsresultate. 


Zunächst soll in drei Beispielen (Versuchsreihen 1, 2 und 3) 
der auf p. 714 besprochene Unterschied der belden Typen 


anomalen Ladungsstromes gezeigt werden. 


Versuchsreihe 1. 


Zylinderkondensator mit Petroleum gefüllt; 
Sekunden von Stromschluß an gerechnet, # Potentialdifferenz 


in Volt, 


Endwert desselben, y gegeben durch i—a. 


Von t=0 bis ¢= 1000: E= 300 Volt; 


4 


t Zeit in 


i beobachteter Strom in Skalenteilen, a stationärer 


für {> 1000: E=0. 


® 


180 
240 


al 


126,3 
126 

126,2 
125,5 
125,5 


| 
| 
N 
i 
| 
i 
15 240 | 145 | 0,5 
188 62,5 300 | 07 
| 
| ER r 45 168 42,5 | 660 | 0,0 
> 60 151 25,5 900 00 
90 134 8,5 | 1000 -- _ 
nats 
120 129 3,5 || 1020 —0,2 —0,2 
150 | 127 1,5 | 100 | | 


Anomalien im Verhalten der Dielektrika. 


Versuchsreihe 2. 
Plattenkondensator mit Toluol gefüllt; Bezeichnung wie bei 1. 
i= 0 bis ¢ = 8600 sec: E = 200 Volt; ¢> 8600sec: E = 0 Volt. 


a t a 
| 
0 = 300 110 
30 375 297 860 | 105 
60 260 182 420 101 
90 182 104 480 99 
120 155 17 540 95 
150 140 62 600 94 
180 130 52 3600 
240 117 89 | 3650 —0,5 0,5 


Versuchsreihe 3, 


Glaskondensator (Eprouvette, als Belegungen innen und 
außen Schwefelsäure); Bezeichnung wie früher. 


Von ¢=0 bis ¢ = 900 sec: E= 800 Volt; für ¢ > 900sec: E= 0 Volt. 


| 

t 4, Y-ü-a | 

10 22 16 910 -18 

20 1 10 920 ive 
30 19,6 66 | 930 
50 111 5,1 950 ng 
30 9,1 8,1 980 - 3,9 
100 80 1000 - 81 
150 8,0 2,0 -| 1050 — 2,0 
600 6,0 0,0 | 1500 - 0,0 fume 
890 6,0 0,0 | 1800 — 0,0 


Das Resultat ist also, daß in den Versuchsreihen 1 und 2 
= Strom allmählich auf einen stationären Endwert abnimmt, 
nach Ausschaltung der elektromotorischen Kraft aber ein Strom 
merklicher Intensität überhaupt nicht vorhanden ist, daß da- 
gegen in der Versuchsreihe 3 zunächst analog wie in den 
ersten beiden Fällen eine Abnahme des Stromes erfolgt, nach 
Ausschaltung der elektromotorischen Kraft aber ein entgegen- 
Annalen der IV. Folge, 24. 
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gesetzt gerichteter Strom auftritt, dessen Stärke innerhalb der 
_ Beobachtungsfehler der Größe y,, d.i. dem Uberschusse des 


Stromes i, über seinen stationären Endwert, gleich ist. 


kann 


| 
2 iad 
Fig. 8 zu Versuchsreihe 2, Toluolkondensator. jledseun 
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Fig. 7 zu Versuchsreihe 1, Petroleumkondensator. 
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Die Kurven, Figg. 7, 8, und 9 geben ein Bild von den 
Gesetzen des zeitlichen Verlaufes der variablen Bestandteile 
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Fig. 9 zu Versuchsreihe 3, Glaskondensator. ie 


y=i-@; , N Abszissen stellen log, die Ordinaten log y dar; 
für Figg. 8 und 9 erhält man angenähert Gerade: also da 


= Bt *, 

Für Big. 7 dagegen tritt an Stelle einer Geraden eine stark 

nach abwärts gekrümmte Kurve, die allerdings dann in eine 

Gerade überzugehen scheint. 

Trotz der mehr oder weniger großen Analogie in der Form 
des zeitlichen Ganges sind die Fälle 1 und 2 scharf zu sondern © 
von 8. Bei 1 und 2 liegt ein nicht reversibler anomaler Ladungs- 
strom vor, der theoretisch auf die Eigenschaften eines Mediums 
mit Jonenleitung zurückgeführt werden kann. Bei 3 liegt ein 
reversibler anomaler Strom, also eigentliche Rückstandsbildung 
vor. Bei flüssigen Dielektrikas ist vom Verfasser immer nur 
der erste Typus konstatiert worden, bei festen Dielektrikas 
der zweite. 

Die von vielen Beobachtern (vgl. p. 716) gefundene 
durch den oben angeführten Versuch 8 bestätigte Formel: 


ij —-a=—i,=B8. 


daraus 
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immer nur für relativ kleine Zeitintervalle (bis zu einer Stunde 
etwa) experimentell gepriift. 
Die beiden folgenden Versuchsreihen erstrecken sich übe 


Versuchsreihe 4. 


ay Glimmerkondensator von 1 Mikrofarad Kapazität, durch 
69 Stunden = 248400 Sek. auf 300 Volt geladen; zur Zeit t=0 


_ entladen; für den Entladungsstrom i, wurde gefunden: 


| 
t (sec) i, (partes) = en, t (sec) | i, (partes) hey e 6) 
|; 19,2 3000 | 8,8 19,6 
40 | (149) _ 4000 | 1,0 
60 104 _ 6150 | 5,80 66.3 
100 18 _ 10000 8,92 20,0 
150 56 0 25000 2,06 20,4 
200 46,5 ~ 10000 | 0,64 12 
300 36,0 _ 110000 | 0,58 
600 28,2 _ 346500 | 0180 | 216° 
1000 17,0 19,4 520000 | 0,080 22,8 
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Die graphische Darstellung gibt bis zu ca. ¢= 10000 sec 
(log t= 4,0) einen linearen Verlauf, also Gültigkeit der obigen 
Formel; für ¢ > 100000 fällt der Strom rascher, als es der 
Formel entspricht. Doch kann daraus noch nicht auf ihre 
Ungültigkeit für hohe Werte von ¢ geschlossen werden. 

Der Voraussetzung nach sollte die Formel i= Bé~” gelten 
für den anomalen Zadungsstrom sowie für den Entladungsstrom 
dann, wenn der Kondensator unendlich lange Zeit vorher auf 
konstanter Potentialdifferenz geladen gehalten wurde. Nach 
endlicher Ladungsdauer ö ist nach dem Superpositionsprinzipe 
zu erwarten, daß der Entladungsstrom EB 

Da im vorliegenden Falle ö zwar groß (rund 250000 sec), aber 
nicht unendlich ist, so wird beim Entladungsstrom das Glied 
(£+)”" für kleine Werte von ¢ zu vernachlässigen, für große 
Werte von ¢ aber merklich sein. 

Eine Beobachtung des über den eventuellen konstanten 
Leitungsstrom übergelagerten Ladungsstromes, die direkt /(t) 
gegeben hätte, mußte aus praktisch-technischen Gründen unter- 
bleiben: die elektromotorische Kraft — durch Abzweigen vom 
Straßenstrom erhalten — war nicht vollkommen konstant, so 
daß ihren Variationen entsprechende normale Ladungs- und 
Entladungsströme sich über den zu beobachtenden Strom über- 
lagerten und unregelmäßige, sehr bedeutende Schwankungen 
des Ausschlages hervorriefen. 


3 Versuchsreihe 5. 
Paraffinpapierkondensator von 5 Mikrof. Kapazität, durch 


6 Tage und 5 Stunden = 450000 Sek. auf 300 Volt geladen; 
zur Zeit ¢=0 entladen; für den Entladungsstrom 7, wurde 
gefunden: 


Temp. | 
| (partes) 5 (0 t (sec) he (partes) 
i 20,4 | 8500 
22500 ag 200 | 8080 
19000 300 | 8860 
11200 600 4550 


: 
3 
2 
: 
; 
t (see) 
= 
T 
- 


Temp. 


t (sec) (partes) 9 (°C) t (sec) (partes) | 
+ 
| 

1000 3640 _ 2,17. 108 19 | 

1500 8090 _ 2,88. 10° 186,5 | 

8000 2420 21,0 2,42 . 10° 201,5 | 
10000 1640 20,6 2,51. 10° 218 | 
98000 748 19,8 2,68 . 10° 202 | 
250000 596 22,6 8,11. 10° 202 
832000 491 21,4 8,19 . 10° 209 
508500 403 22,4 8,72 . 10° 170 | 
768600 287 ~ 10,89 . 10° 17,0 
1,20 . 10° 186,5 19,8 11,69 . 10° 16,0 
1,48 . 10° 154,5 18,4 12,11 . 10° 13,1 
1,72. 10° 162 20,2 15,97 . 10° 82 | 
1,80 . 10° 155 19,7 | 15,98. 10° 18,0 
2,08.10° | 155 200 | | 


Temp. 


19,0 
22,8 
23,6 
24,2 
24,4 
26,0 
27,0 
17,2 
18,0 
14,0 
12,8 


4 


Fig. 11 zu Versuchsreihe 5, Paraffinpapierkondensator. 


Wie die graphische Darstellung (Fig. 11) zeigt, ist hier 
die obige Formel weniger gut erfüllt; log: fällt zuerst rascher 
(entsprechend n=0,86), dann langsamer (entsprechend n= 0,34); 
für große Werte von ¢ (£> 100000) wird der Gang ganz 


unregelmäßig, in offenbarem Zusamenhang mit Temperatur- 
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schwankungen. Erhöhter Temperatur entsprechen höhere Strom- 
werte. Nach mehr als einem halben Jahre (£ = 16 Millionen 
Sekunden) ist der Rückstandsstrom noch sehr merklich; da die 
zeitliche Änderung nun eine sehr langsame ist, kommen die 
Temperatureinflüsse rein zur Geltung. Einer Erhöhung der 
Temperatur von 12,8° C. auf 18,8° C. entspricht ein Anwachsen 
der Stromstärke von 8,2 auf 18,0 partes. 

Im Anschluß hieran seien einige Versuche über die Be- 
einflussung der Rückstandsbildung in Glas durch die Tem- 
peratur mitgeteilt. 

Versuchsreihe 6. 


Glaskondensator, bestehend aus Kochkolben, Belegungen 
innen und außen Schwefelsäure; in fünf Versuchen bei ver- 
schiedenen Temperaturen wurde der Entladungsstrom gemessen, 
nachdem der Kondensator in allen fünf Fällen durch eine Zeit 
ö= 1800 sec auf 300 Volt geladen worden war. Die Tem- 


bei a) . = 18°C. 
eo) 
H : 


at 


<0 


Fig. 12 zu Versuchsreihe 6, Glaskondensator. ‘a 
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Unter Hinweglassung der zugehörigen Zahlentabellen sei 
direkt auf die graphische Darstellung in Fig. 12 verwiesen. 

Es ergibt sich, daß die Kurven logi = f(log?) angenähert 
Gerade von gléicher Neigung sind, aber um so höher liegen, 
je größer die zugeordnete Temperatur ist. Es gilt also auch 
angenähert die Formel i= B.¢~", und zwar ist n durch die 
Temperatur nicht wesentlich beeinflußt, während B mit steigen- 
der Temperatur zunimmt. 

Mit steigender Temperatur nimmt also der Rückstandsstrom 
zu, ohne die Form des zeitlichen Verlaufes erheblich zu ändern. 

Die folgende Versuchsreihe enthält eine Prüfung des Super- 
positionsprinzips, Wird ein Kondensator unter sonst gleichen 
Bedingungen (gleiche elektromotorische Kraft, gleiche Tem- 
peratur) bei variabler Ladungsdauer ö geladen und dann der 
Entladungsstrom gemessen, so sollte bei Gültigkeit des Super- 
positionsprinzips die Gleichung erfüllt sein: 

Bt" — Be + ay. 

| Versuchsreihe 7. 
os Glimmerkondensator von 1 Mikrof. Kapazität; Z= 300 Volt, 


ö bzw. gleich 2, 10, 60, 600, 1800, 250000 Sek. Die graphische 
Darstellung in Fig. 13. 
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Lees Fig. 18 zu Versuchsreihe 7, Glimmerkondensator. gy 
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Eine tabellarische Zusammenstellung der beobachteten 
und der berechneten Werte von i gibt die Tabelle auf p. 761. 

Die beobachteten und die berechneten Werte stimmen für 
ö=60 sec und ö=600 sec gut überein (für J = 250000 sec 
ist die ausgeglichene Kurve der‘ beobachteten Werte als be- 
rechnete eingesetzt, daher die Übereinstimmung selbstverständ- 
lich); im übrigen ist zwar die Größenordnung dieselbe, die Ab- 
weichung aber doch eine die Beobachtungsfehler übersteigende. 

Dabei ist aber zu berücksichtigen, daß für kleine Ladungs- 
zeiten (0 = 2 sec und 10 sec) der eingesetzte Wert von ö un- 
genau ist, ferner daß in den verschiedenen Messungsreihen 
nicht dieselbe Temperatur zu erzielen war, was ebenfalls Vor- 
aussetzung der exakten Übereinstimmung ist. 

Weitere Versuche prüfen die Richtigkeit der Annahme, daß 
bei verschiedenen Werten Z der elektromotorischen Kraft die 
zugehörigen Werte von B in der Formel i= B.t”" der elektro- 


Versuchsreihe 8. 
Glimmerkondensator von 1 Mikrof. Kapazität, Ladungs- 
dauer ö=600 sec, E variabel. 

Die Versuchsergebnisse sind zusammengestellt in der folgen- 


den Tabelle. 


10 Volt _ 20 Volt 50 Volt Ahnen Volt | 800 Volt 
L 


80 4,8 8,5 22 47 
wad 50 2,9 5,3 ; 13,8 29 94 
4s .| 11,6 24,1 11 

100 | 18 2,6 8,0 15,0 41 

250 0,58 1,09 2,88 19 
500 0,24 0,56 1,54 2,99 9,8 
1000 0,13 | 0,21 0,60 1,20 4,7 


Die Abweichungen liegen innerhalb der Grenzen der Beob- 
achtungsfehler; die obige Annahme erweist sich also berechtigt 
bei Variationen der elektromotorischen Kraft im Verhältnis 


. 
Make 
motorischen Kraft proportional sit 
| | 
= 
Fick 
; 
4 
3 
chen von 1:30 
ae: 
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fra Anwendung der experimentell gefundenen Resultate. 


Im folgenden soll an einem Beispiel gezeigt werden, wie 
aus der Untersuchung des Rückstandsstromes die dadurch be- 
dingten Anomalien anderer Art numerisch berechnet werden 
können. 

Aus Versuchsreihe 4 ergibt sich für einen Glimmer- 
kondensator von 1 Mikrof. Kapazität bei #=300 Volt für den 
Rückstandsstrom: 


= B.t~"; B= 1370 partes = 4,38.1077 4 ung 
= 0,64. listen 


Setzt man B= so erhält man: 


die Ano- 


Die Rüchstandsladung R,= ist somit für 


t= 1sec 4,3 Promille der disponiblen Ladung A: 


10 „ 9,5 ” ” ” ” sheer. 
h 100 „ 20,9 ” ” ” ” 
46,0 ” ” ” TR ulsrti- 


Für die Änderung der scheinbaren Kapazität C’ mit der 
Periodendauer r erhält man aus der Formel (vgl. p. 723) __ 


1 + ara n) cos | hat, 


folgende Werte: ung de 

Bar = 0,0001 sec, Frequenz = 10000, ©’ = 1,000021 C idi- 
ett 1000 1,000046 

Ris 1 1000556 


Analog ergibt sich aus der Formel für den reziproken 
scheinbaren Widerstand: iy? 

(1- ib 
“2 gist 


2 I (n) cos — 


2.63 
2 
if 
- = 
ca 
2 
4 
% 
= 
1% 
a 
2 
ig 
He, 
3 
3 
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fir den scheinbaren Widerstand des Kondensators infolge seiner 
Rückstandsbildung w = 1/(Z’ — L) für d 
t= 0,0001 sec, Frequenz = 10000, w= 14000 Ohm I 
anf 1,0 1 5150000 d 
Se u Diesem scheinbaren Widerstand entspricht dann die analog b 
ey, ne wie die Joulesche Wärme berechnete Energievergeudung im le 
Kondensator. 
Be Eine Zusammenstellung der Werte von f und n, die in d 
analoger Weise für andere Substanzen die auf Rückstandsbildung d 
i = beruhenden Phänomene numerisch berechnen läßt, ergibt: r 
Bee: Glimmer (Versuch 4) bei ca. 20° C.: a ( 
—3/{ 1 ond 
f= m= 064, 
Pe Glas (Eprouvette, Versuch 3) bei ca. 20° C.: aid f 
_ 1 
6 = 78.10 (2); n = 0,74. | ( 
Glas (Kochkolben, Versuch 6) bei ca. 18° C.: oe q 
= 15,4. ( - ): 
sec t 
Paraffinpapier (Versuch 5) bei ca. 20° C.: 
= 128.10-*( n= 088. 
sec 
Zusammenfassung der Resultate. 
I, Es wurde zunächst auf Grund der bisher vorliegenden 
experimentellen Ergebnisse eine Darstellung der Hauptformen é 
anomalen Verhaltens der Dielektrika und der dabei gefundenen 
2 Gesetzmäßigkeiten gegeben. Als solche Hauptformen werden 
1. die Rückstandsbildung ; dot 


2. die Energieverluste (Wärmeproduktion) in Dielektrikas 
unter dem Einfluß eines Wechselfeldes; | 
3. die ponderomotorischen Kräfte, die ein Dielektrikum in 

einem relativ zu ihm rotierenden Felde erfährt; 


t 
x 
# 
Rey 
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die scheinbare Abhängigkeit der Kapazität eines Kon- 
densators von Ladungsdauer bei konstanter Spannung, bzw. 
Periodendauer bei Wechselspannung. 

II. Es wurde hierauf gezeigt, daß das Vorhandensein von 
Rückstandsbildung in einem Medium notwendig auch die unter 
2. bis 4. genannten Formen anomalen Verhaltens bedingt und 
daß aus den empirisch gefundenen Gesetzen der Rückstands- 
bildung auch die Gesetze für diese Formen quantitativ ab- 
leitbar sind. 

Es wird ferner gaisigt,; daß zwar ohne Rückstandsbildung 
diesen anderen Formen analoge Erscheinungen durch Leitung 
des Dielektrikums zustande kommen können, daß aber eine Be- 
rücksichtigung der bisher gefundenen Ergebnisse quantitativen 
Charakters diese Erklärung als unzureichend erscheinen läßt. 

Die Diskussion der verschiedenen Möglichkeiten, die Ano- 
malien der Dielektrika theoretisch zu behandeln, führt auf 
folgende Resultate: 

Die Annahme inhomogener Struktur des Dielektrikums 
(Maxwellsche Theorie der geschichteten Dielektrika) führt zu 
qualitativ richtigen Folgerungen, doch ist infolge mathematischer 
Schwierigkeiten eine exakte Lösung der gestellten Probleme 
und damit ein Vergleich von Theorie und Erfahrung in quanti- 
tativer Beziehung vorläufig undurchführbar. 

Die Annahme anomaler Leitung (lonenleitung) führt teil- 
weise zu qualitativ richtigen Ergebnissen, teilweise aber zu 
Konsequenzen, die mit der Erfahrung im Widerspruch stehen. 
Anomale Leitung kann daher in manchen Fällen an den beob- 
achteten Erscheinungen mitbeteiligt sein, obne eine ausreichende 
Erklärung zu liefern. 

Die Annahme anomaler Vorgänge dielektrischer Natur (di- 
elektrische Nachwirkung, Hysteresis) ist unzureichend in der 
Form, wie sie bei den Erscheinungen der magnetischen Hysteresis 
mit Erfolg verwendet wurde. Die von Pellat präzisierte An- 
nahme einer dielektrischen Nachwirkung (viskosen Hysteresis), 
daß die dielektrische Verschiebung nach einem bestimmten 
einfachen Gesetz ihres zeitlichen Verlaufes einem der jeweiligen 
Feldintensität proportionalen stationären Endwert zustrebe 


3 


% wal, — 
Ae 


gibt im allgemeinen eine gute Annäherung an die beobachteten 
Erscheinungen, doch bleiben in einzelnen Punkten Differenzen 
zwischen Theorie und Beobachtung bestehen. 

Es wird nun eine Modifikation dieser Theorie durchgeführt, 


Summe beliebig vieler Glieder zerlegt wird, von denen jedes 
einzelne demselben einfachen Gesetz folgt wie nach der Pellat- 
schen Theorie, doch unter Variation der in der Formel ent- 
haltenen Parameter. 

Es folgt eine Interpretation der dieser Theorie zugrunde 
liegenden Annahmen vom molekularphysikalischen Stand- 
punkte aus. 

III. Experimentelle Untersuchungen der Rückstandsbildung 
mittels einer galvanometrischen Methode bestätigen und er- 
_ g&nzen die schon von anderen Autoren gefundenen Resultate 
bezüglich des zeitlichen Ganges der Rückstandsbildung, der 
Gültigkeit des Superpositionsprinzips, des Einflusses der Tem- 
a peratur und der Proportionalität zwischen Rückstandsstrom 
und Spannung. 
whe An einem Beispiel wird gezeigt, wie aus zwei Konstanten, 
. deren Werte aus der Untersuchung des Rückstandsstromes 
ermittelt wurden, die anderen Formen anomalen Verhaltens 
durch Angabe numerischer Werte dargestellt werden können, 
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1. Über zeitliche Beziehungen von Schwingungen 
in Kondensatorkreisen; 
von Max Dieckmann. re 


ER 
: (Auszug aus der Straßurger Inaugural-Dissertation.) 


In einem gewöhnlichen Kondensatorkreise ist der Verlauf 
des oszillierenden Stromes der Entladung außer der Amplitude 
durch drei Größen, und zwar Schwingungszahl, Dämpfung und 
Phasenkonstante charakterisiert. Letztere zu kennen ist not- 
wendig, wenn man zwei Kreise hat und deren zeitlichen Zu- 
sammenhang untersuchen will. 

Gesetzt wir hätten zwei oszillierende Ströme ee 


Strast i, = a,e—™'sin(nt + 9,), J 


so läßt sich die Phasenverschiebung y = (p, — 9,) ermitteln, 


wenn man trollmes 


Bet A 
dt, und ii,dt 
fad, fade ma fü 
kennt. 


Am wichtigsten ist die Kenntnis der Stelle, an der dies 
letzte Integral gleich Null wird; dies entspricht auch bei ge- 
dämpften Schwingungen, wie sie bei Kondensatorentladungen 
in Betracht kommen, einer Phasendifferenz von 90° Dabei 
ist zunächst keine Rücksicht zu nehmen auf die Art, wie diese 
phasenverschobenen Ströme hergestellt werden, sie müssen nur 
die oben angegebene Form haben. 

Es läßt sich andererseits zeigen, daß, wenn man zwei 
Kondensatorkreise induktiv koppelt, von denen der eine in 
bekannter Weise eine Funkenstrecke enthält, und man mit i, 
und i, die respektiven Ströme, die nicht mehr von der obigen 


@ 
einfachen Form zu sein brauchen, bezeichnet, allgemein fi, i, dt 
ö 
verschwindet, falls die Eigenschwingungen beider Kreise über- 
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einstimmen oder, präziser gesagt, p, c, gleich p,c, ist, wo p 
und c bezugsweise die Selbstinduktionen und Kapazitäten sind. 
Es erschien nun wünschenswert, eine Methode auszu- 
arbeiten, welche durch eine Messung den Wert dieses Integrals 
zu ermitteln gestattet oder hauptsächlich das Nullwerden des 
Integrals anzeigt, und dann diese Methode anzuwenden 

1. auf die Untersuchung einer Anordnung, in welcher 
phasenverschobene Ströme erzeugt werden, und 
2. auf die Untersuchung von zwei induktiv gekoppelten 
Kreisen. _ 

Als Resultat der zweiten Anwendung ließ sich ein schärferes 
Kriterium für die Resonanz zweier Kreise erwarten, als bis 
jetzt in der Bjerknesschen Resonanzkurve gegeben war. Dies 
stellte gleichzeitig die Möglichkeit in Aussicht, Selbstinduk- 
tionen, Kapazitäten und Dielektrizitätskonstanten mit einem 
größeren Grade von Genauigkeit zu messen. 

Die Methode selbst beruht auf gleichzeitiger Anwendung 
dreier Thermoelemente und ist schematisch in Fig. 1 dar- 
gestellt. 


he, Wi In I und II fließen die Ströme i, 
| | det | bez. i,; es sind entweder die phasen- 
ram verschobenen Stréme oder der pri- 
au bie mire bez. sekundäre Strom des ge- 


Par 
vi koppelten Systems. 


Im geschlossenen Kreis a,, b,, ¢,, 
d, f, e wird ein diesem Strom pro- 
portionaler Strom induziert unter der 
Bedingung, daß die Induktanz sehr 
groß gegen den Ohmschen Wider- 


vi 


OÖ) stand ist; genau ebenso in a,, b,, 
¢,, ¢, f, d ein zu i, proportionaler 
Fig. 1. Skizze des MeB- (2? ©? © 

Strom. Die beiden Kreise haben 


allerdings den Teil d, f, e gemeinsam, 
da aber die Induktanz eines jeden Kreises gegen den Ohm- 
schen Widerstand überhaupt, also gegen den Widerstand des 
Thermoelementes d, f, e groß sein soll, bleibt die letzte Über- 
legung gültig. 


‚ist die elektromotorische Kraft des Elementes d,, c, proportional 


Die Thermoelemente sollen gleichempfindlich sein, dann ~ 
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zu a*i?, des zweiten zu 5?i} und des dritten zu (ai, + 5i,)?, 
wo a und 5 von dem Transformationsverhältnis abhängen. 
Schaltet man nun die drei Thermoelemente mit einem Galvano- 
meter in Reihe, aber so, daß sich die Spannungen von d, c, 
und d,c, addieren, aber von der des Thermoelementes de 
subteahiesen, so erhält man offenbar Austchiige, welche pro- 


portional zu 


fas + - | 
kenkugeln 
ansfiZink,: sie haben 
fa cugdm jeiler- Funkan- 
0 wx git 


oder zu 


proportional sind. 
Das f: ii,dt (und damit auch die Ausschläge) kann posi- 


tive und negative Werte haben. Von Wichtigkeit ist nament- 
lich die Beobachtung der Nullwerte. 

Alles in allem erfordert der MeBaufbau, über dessen Einzel- 
heiten die Straßburger Dissertation das nähere enthält, hin- 
sichtlich der Vermeidung unerwünschter Induktionen einige 
Vorsicht. Nach einmal gelungener Abgleichung ergaben jedoch 
häufige, späterhin gelegentlich vorgenommene Kontrollmessungen 
die völlige Konstanz der Thermoelemente und der MeBbereit- 
schaft, 

A. Für den Fall zweier zeitlich aufeinander bezogenen 
Schwingungskreise gleicher Wechselzahl läßt sich zeigen, daß 


@ 
dem Verschwinden des /i,i,d¢ eine Phasenverschiebung von 


0 
sehr nahe zu 2/2 entspricht. Die Rechnung ergibt nämlich, 
daß für 


n 


wo 6 die halbe Summe der n die 
Schwingungszahl bedeutet. 6 wird aber im allgemeinen sehr 
klein gegen n sein. 

Ein Weg, Phasenverschiebungen herzustellen, wurde von 
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Fig. 2. Kreise zur Herstellung phasenverschobener Schwingungen. re 


Es sind drei Schwingungskreise I, II und III gebildet. 
Die Kapazitäten sind unter Hinzufügung der entsprechenden 
Indizes mit C, die Selbstinduktionen mit S bezeichnet. 

An der Funkenstrecke F, des Kreises I liegen die Sekundär- 
pole eines Funkeninduktors. Die Funkenstrecke 7, des Kreises II 
ist durch einen hohen Widerstand % überbrückt. O, und O, 
a sind Drahtschlingen, welche auf die Meßkreise X, und X, 
induzieren. 

' Der Kreis III heißt der Koppelkreis, da durch seine Ver- 
mittelung der Kreis II zum Schwingen angeregt wird. 

Kreis I und II lassen sich so herstellen oder durch Ver- 
änderung der Selbstinduktion so einjustieren, daß sie die für 
den beabsichtigten Zweck erforderliche gleiche Schwingungs- 
dauer haben. Das zeitliche Nachhinken des Kreises II gegen 
den Kreis I, oder die gegenseitige Phasenverschiebung hängt 
neben der Beschaffenheit der Funkenstrecke 7, von der Größe 
der Schwingungsdauer des Kreises III + II oder, da II kon- 
stant sein soll, von der des Kreises III allein ab. Um diese 
genügend verändern zu können, sind die Selbstinduktionen &,, 
und §’,, in sehr weiten Grenzen variabel. 
ioe Kreis I und II sind völlig symmetrisch auf paraffinierten 
_ Holzgestellen, wo es angängig war, unter Zuhilfenahme von 
Glas und Hartgummi fest und stabil montiert. Bei der Her- 


% 1) L. Mandelstam u. N. Papalexi, Physik. Zeitschr. 7. p. 303 
bis 306. 1906. 
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stellung wurde des weiteren berücksichtigt, daß die Funken- 
strecke F, die Funkenstrecke F, des präziseren Einsetzens 
wegen belichten soll, also der Abstand zwischen ihnen nur 
sehr klein sein darf, während andererseits I und II, um gegen- 
seitige Induktion auszuschließen, möglichst weit entfernt sein 
müssen. 

Die Funkenstrecken #, und F, befinden sich demgemäß in 
etwa 4 cm Abstand auf einem gemeinsamen Gestell, während 
die entfernt aufgestellten Kreise I und II durch je 60 cm 
lange, engparallele starre Zuführungen mit den Funkenkugeln 
verbunden sind. Die Kugeln bestehen aus Zink, sie haben 
1,5 cm Durchmesser, der Abstand der Kugeln jeder Funken- 
strecke ist fein verstellbar und ablesbar. 

Kreis I und II sind nach Möglichkeit so angeordnet, daß 
nur geringe Streuung vorhanden sein kann. Die Selbstinduk- 
tionen bestehen aus Kreissolenoidspulen, auf denen eine Kontakt- 
kurbel zur Regulierung schleift. Neben den Koppelschiebern O 
ist noch je eine Schlinge vorhanden zum Zwecke der Kontroll- 
messungen nach der früheren Methode. ') 

Als Kapazitäten aller Kreise dienen Leidener Flaschen 
von etwa je 2,7 x 10~° Mikrof., neuartig ist im Kreise III die 
Einrichtung der variabeln Selbstinduktion. 

Fig. 3 zeigt ihr Schaltschema, Fig. 4 ihre Ausführung. 
T sind gehörig isolierte und versteifte Kreissolenoidspulen. 
Der Index r oder / bezeichnet den Sinn der Wickelung als 
rechts oder links. 

Diese Spulen haben jede rund 5400 0.6.8. ‚Einheiten 
Selbstinduktion. Sie lassen sich paarweise durch Schleif- 
kontakte X symmetrisch mittels eines isolierenden Handgriffes 
in den Koppelkreis ein- und ausschalten und dienen so zur 
groben Veränderung der Selbstinduktion. Die Feinregulierung 
erfolgt durch die aus blankem Draht hergestellten, über 
paraffiniertes Holz gewickelten Solenoidspulen U, von denen 
gleichfalls durch die isoliert starr verbundenen Schleifkontakte Y 
verschieden große Stücke in den Kreis gebracht werden können. 
Es lassen sich also, da die Selbstinduktionen U entsprechend 


1) F. Braun, Physik. Zeitschr. 5. p. 198. 1904; J. Zenneck, 
Elektromagn. Schwing. Stuttgart 1905. p. 462. 
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Fig. 3. Schaltschema der Koppelkreisselbstinduktion. scl 
de 
In Wirklichkeit liegen die Spulen nicht so, wie in Fig. 3 eit 
der Übersichtlichkeit wegen gezeichnet ist, sondern in zwei au 
Stößen zu je acht Stück, wie es Fig. 4 m 
zeigt, da durch eine derartige Über- je 
einanderschichtung von rechts und links 
gewundenen Spulen die störende Induk- eb 
tionswirkung nach außen erheblich ge- Be 
yy um. schwächt wird. Der ganze Apparat läßt m 
f Fig. 4. also eine Variierung der Selbstinduk- 
IE Ausführung der Koppel- tion von wenigen Zentimetern bis rund ve 
oe kreisselbstinduktion. 100000 cm zu. Zu dieser Selbstinduk- sc 
“ iy ry tion kommen noch zwei dauernd in den lic 
Hi Koppelkreis eingeschaltete Solenoidspulen von der ungefähren 
5 Größe der Selbstinduktion in Kreis I und II hinzu. ve 
| Die Messung bestand in folgendem. Bei konstant ge- L 
haltenen Funkenlängen #, und 7, (Fig. 2) wurde, nachdem di 
vorher durch Regulierung der Selbstinduktionen 8, und 8, gi 
_ Kreis I auf Kreis II abgestimmt war, §,, und &',, variiert w 
nh und zu jedem Wert dieser Selbstinduktion der entsprechende u 
s Ausschlag im Galvanometer abgelesen. Die Verbindung der ni 
_ MeBanordnung mit den Kreisen I und II ist aus der Fig. 2 sc 
ohne weiteres ersichtlich. m 
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Eine aus derartigen Beobachtungen gewonnene Kurve 
stellt Fig. 5 dar. Als Abszissen sind die Werte von &,,8”,, — 
als Einheit ein Spulenpaar 


der Fig. 3, d. i. ca. 11000cm ” 
Selbstinduktion —, als Ordi- 
naten die Galvanometeraus- 20 u 
schläge aufgetragen. Die | 
Schwingungszahl in diesem © |, \ 
Fall betrug rund 8x 10° pro * } 
Sekunde. Fhe \ 

Wurde nun der Wert von Bu 
S,, aufgefunden, für wel- ~30 \ 
chen der Ausschlag gleich Null 40 


war, so wurde der Bereich 
Werten Fig. 5. Beobachtungskurve zur 
schen Methode untersucht. Zu von: Phasen- 
g von en- 
dem Ende bestand dauernd verschiebung. 
ein völlig unabhängiger MeB- 
aufbau, der durch Umlegen der Wippe W mit dem Galvano- 
meter verbunden werden konnte; auf die Art war es möglich, 
jederzeit von einer Meßmethode zur anderen überzugehen. 

Die Braunsche Methode ergab für diesen Punkt und 
ebenfalls für alle weiter unten mitgeteilten entsprechenden 
Beobachtungen bis auf die Versuchsfehler gleiche Galvano- 
meterausschläge für Hinter- und Gegeneinander-Schaltung. 

Es entspricht also tatsächlich dieser Punkt einer Phasen- 
verschiebung von #/2. Solche Kurven wurden nun für ver- 
schiedene sekundäre Funkenlängen aufgenommen und schließ- 
lich noch die primäre Funkenstrecke variiert. 

Es ist im allgemeinen schwierig, die Phasenverschiebung 
von #/2 längere Zeit konstant zu erhalten, jedoch ist die 
Labilität nicht unter allen Umständen gleich stark. Um in 
diesen Fragen einige Klarheit zu gewinnen, wurden die Er- 
gebnisse benutzt, um eine Fläche aus Karton zu konstruieren, 
welche übersichtlich die charakteristischen Verhältnisse der 
untersuchten Anordnung wiedergibt. Die Fläche ist in Fig. 6 
nach Art einer Gebirgskarte dargestellt. Die durch die ver- 
schiedene Tönung angedeuteten Höhen entsprechen den Galvano- 
meterausschlägen, je nach der Bezifferung positiven oder nega- 
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tiven Vorzeichens; die Nulllinie bezeichnet die Phasenver- 
 schiebung von 
a Es zeigt sich nun zunächst deutlich, daß die Nulllinie die 
Fläche in Gebieten sehr verschiedener Steilheit schneidet; bei 
der Selbstinduktion Stufe 4 gehen die Werte sehr schroff von 
positiven zu negativen Werten über, bei der Selbstinduktion 
Stufe 6 umgekehrt sehr allmählich. Aber noch ein weiteres 
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Selbstinduktion des Koppelkreises 

altes Fig. 6. Beobachtungsfläche als Karte. 

tow 2 
ist beachtenswert. Ein Teil der Nullkurve — etwa zwischen 
den Selbstinduktionsstufen 8 und 4 — läuft nahezu parallel 
der X-Achse, eine kleine Veränderung der Selbstinduktion hat 
also hier kaum Einfluß, um so mehr macht sich aber eine 
Inkonstanz der Funkenlänge bemerkbar. Anders liegen die 
Verhältnisse zwischen den Selbstinduktionswerten 4 und 5. 
Hier hat die Nullkurve fast die Richtung der Y-Achse, und 
eine Änderung der Funkenlänge bleibt auf den Wert der 
Phase von geringem Einfluß. Besonders bemerkenswert wegen 
der völligen Stabilität der Phase ist auch die Stelle der Null- 
kurve, die man bei Einschaltung der Selbstinduktion 6 und 
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Funkenlänge 1,82 mm erhält. Es war stets möglich, bei vor- 
heriger beliebiger Stellung der Funkenstrecke und Selbst- 
induktion einen bestimmten Punkt der Fläche wiederzuerhalten, 
und man konnte auf eine Phasenverschiebung von 2/2 ein- 
stellen, auch ohne das Galvanometer zu beobachten. Messungen 
nach der alten Methode bestätigten auch hier die Richtigkeit 
der Ergebnisse. 

Die oben besprochenen Ergebnisse lassen sich folgender- 
maßen verwerten. 

Da es in der Praxis schwierig ist, die Funkenstrecke 
längere Zeit unverändert zu erhalten, so wird man, wenn man 
dauernd konstante Phase haben will, jedesmal nach derartigen 
Stellen, d.h. derartigen zusammengehörigen Werten von Funken- 
strecke und Selbstinduktion, in welchen die Phase wenig von der 
Funkenlänge abhängt, suchen müssen und diese dann benutzen. 

Diejenigen Stellen, in welchen die Phasenverschiebung 
sehr stark von der Funkenlänge abhängt, bieten andererseits 
eine empfindliche Methode, die Abhängigkeit der Schlagweite vom 
magnetischen Feld, Beleuchtung etc. zu untersuchen. Über diesen 
Gegenstand sollen weitere Untersuchungen angestellt werden. 


B. Für den Fall zweier induktiv va ließ 


welches bereits gelöst zurückführen und man 


schreiben: 


0 0 


@ 
Die geometrische Form von fi} d¢ für lose Koppelung 
ö 


als Funktion der sekundären Schwingungszahl ist durch die 
Bjerknessche Resonanzkurve bekannt. Für den Fall der 
losen Koppelung läßt sich also unter denselben Voraussetzungen 


der Wert von Pi i,i,dt als Funktion der sekundären Schwin- 
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unt 
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gungszahl darstellen. Führt man nach Zenneck!) die Reso- de 
nanzkurve des Stromeffektes ein, so folgt für die Empfindlich- du 
keit am Resonanzpunkt D: 
Siight\* cob EB}, se) 
8 Pro Ps 9, (3, + Al 
o E,, die elektromotorische Kraft des Primärkreisee. und é E 
die Dämpfungsfaktoren bedeuten. Se 
Die Kurve schneidet sehr steil durch den Resonanzpunkt * 
auf der Abszissenachse hindurch. to 
Die Empfindlichkeit wird ceteris paribus um so größer, | 
je kleiner die Dämpfung und die Koppelung sind. Wie schon u 
oben erwähnt, verschwindet das Integral a si 
faaae fir at 
0 
bei jeder Koppelung. Bei meinen Versuchen wurde die 
Koppelung im allgemeinen lose gewählt, weil so die Vergleichs- 
resonanzkurve schärfer wird. 
(Fy) 
vai bo mehr 
eau Fig. 7. Induktiv gekoppelte Kreise. 
0 Die zu den Versuchen benutzte Anordnung zweier pe- 
.. sehlossener induktiv gekoppelter Kreise zeigt Fig. 7. I ist 
En _ der Primärkreis, II der Sekundärkreis. Der Primärkreis ist a 
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. 
1) J. Zenneck, Elektromagnetische Schwingungen p. 592. 
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derselbe wie Kreis I unter A., nur ist noch eine weitere In- 
duktionsschlinge Q, mittels langer, gut isolierter und verlitzter 
Drähte eingeschaltet. Der Sekundärkreis II hat an Stelle 
seiner Leidener Flaschen eine variabele Kapazität C, erhalten. 
Als Spannungsquelle wurde, wie unter A., ein kleiner, mit 
städtischem Wechselstrom ohne Unterbrecher betriebener In- 
duktor benutzt, der mit zwei Leidener Flaschen und seiner 
Sekundärwickelung als Resonanzinduktor arbeitete, oder ein 
mit Turbinenunterbrecher betriebenes, von sieben Akkumula- 
toren gespeistes, größeres Induktorium. 

Die Messungen wurden so angestellt, daß von Kreis II 
einmal eine gewöhnliche Bjerknessche Resonanzkurve und 


sodann mittels der beschriebenen Methode eine J i, i, dt Kurve 


aufgenommen wurde. Fig. 8 gibt das Ergabais einer | der- 
26 bes 
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Kapazität des Kreise II oih, 


Fig. 8. füdt Kurve, 
0 


artigen Beobachtung wieder. Als Abszissen sind die Drehungs- 
winkel des variabelen Kondensators aufgetragen, als Ordinaten 
die Galvanometerausschlige. Da letztere bis auf + 0,5 mm 
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sicher anzugeben sind, so ergibt sich eine Genauigkeit der 
Kapazitätsmessung von 0,1 Proz. 


Die Ergebnisse der Untersuchung lassen sich zum Schluß 
dahin zusammenfassen: 


1. Die Drei-Thermoelement-Nullmethode gestattet Phasen- 
verschiebungen von 2/2 zu konstatieren. 

2. Es ist bis zu einem gewissen Grade möglich, beliebige 
Phasenverschiebungen zwischen zwei mittels eines Koppel- 
kreises gekoppelten Schwingungskreisen durch alleinige Varia- 
tion der sekundären Funkenlänge zu erzielen. 

3. Es zeigt sich für die Konstanz einer Phasenverschiebung 
von z/2 von Einfluß, in welchen Beträgen die Selbstinduktion 
des Koppelkreises und die Funkenlänge der sekundären Funken- 
strecke bei ihrer Herstellung beteiligt sind. 

4. Die Methode scheint ein empfindliches Hilfsmittel für 
die Untersuchung des Zustandes von Funkenstrecken zu sein, 
und es ist beabsichtigt, nach dieser Richtung weitere Ver- 
suche anzustellen. 


5. Die Siigd t Kurven ermöglichen eine schärfere Ab- 
6 


stimmung induktiv gekoppelter Kreise, als die Bjerknessche 
Kurve, 

6. Es ist ohne Schwierigkeit möglich, Kapazitäten auf 
0,1 Proz. genau zu bestimmen; ebenso werden sich Selbst- 
induktionen, Dielektrizitätskonstanten etc. mittels der Null- 
methode leicht bis zu der angeführten Genauigkeit messen 
lassen. 


Es sei mir gestattet, auch an dieser Stelle meinem hoch- 
verehrten Lehrer, Hrn. Prof. Dr. F. Braun, ergebenst zu 
danken. Ebenso danke ich Hrn. Dr. L. Mandelstam für 
.die Anregung zu dieser Arbeit und die vielfache Förderung 
während ihrer Ausführung. 
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8. Nachtrag zur Abhandlung ber 
„Elektromagnetische Grundgleichungen in 
bivektorieller Behandlung; 
von Ludwig Silberstein. 


Im 22. Bande dieser Annalen (p. 579—586) habe ich die 
bivektorielle Darstellung der Maxwellschen Differential- 
gleichungen sowie der Ausdrücke der elektromagnetischen 
Energiedichte und des Energieflusses für den leeren Raum 
(oder schließlich für ein Medium mit gleicher Dielektrizitäts- 
konstante und Permeabilität) angegeben.!) In diesem Nach- 
trage sollen nun die bivektoriellen Formeln auf ein beliebiges, 
homogenes und isotropes Dielektrikum ausgedehnt werden. 

Bezeichnet man die elektrische bzw. die magnetische Kraft 
mit Z,, £,, so ist 


a E, 
2° u ot 
Führt man die Fortpflanzungsgeschwindigkeit v = c/YK u iss) 
so lassen sich diese Gleichungen 
(1) = vyYucurl Z,, Vp 2B =-vVKeulZ, 
wo man die Wurzeln positiv zu nehmen hat. 

Sind nun X, u gewöhnliche skalare Konstanten, so kann 
man sie hinter die Operationszeichen setzen, und führt man 
also den elektromagnetischen Bivektor 


(2) n= KE, +iYuE, 


ein, 80 ziehen ‚sich die Gleichungen (1) in die einzige Gleichung 


zusammen. 

1) Inzwischen habe ick gefunden, daß Hr. H. Weber schon im 
Jahre 1901 (Die partiellen Differentialgleichungen der math. Physik 2. 
p. 848) die beiden Maxwellschen Gleichungen zusammengezogen und 
nämlich die Gleichung e curl (E +7M) = id (E+:M)/d t hingeschrieben 
hat, ohne jedoch auf den konjugierten Bivektor und auf die Darstellung 
der Energiedichte und des Energieflusses einzugehen. 


2, = — ivcurl 
7 


Ss, 
& 
SER 


er L. Silberstein. Nachtrag usw. 


Führt man wieder den konjugierten re 
Bivektor durch die Definition 


ein, so wird sab 


. Diese Gleichung. sagt natürlich ganz dasselbe aus wie (I). 
Die elektromagnetische Energiedichte ist e = }(K E? + uw £3); 
man hat also, nach (2), (3), ähnlich wie für den leeren Raum 
c= } N 7 
wo rechts das skalare Produkt der zueinander konjugierten 
Bivektoren gemeint ist. 
Das Vektorprodukt dieser Bivektoren ist, nach der all 
gemeinen Formel (5) der früheren Abhandlung: 


Der Energiefluß oder der „Poyntingsche Vektor“ P=cVE, i, 
wird also den Ausdruck 
(III) Fe vol 
bekommen. 
Sind auch cingepriighe Kräfte vorhanden, und zwar elek 
trische Z,’ und magnetische .Z,’, so hat man sie in den 
der Gleichungen (1) von #,, bzw. von Z, abzuziehen. Führt 
man also den eingeprägten elektromagnetischen Bivektor durch 
die Definition th 
(4) C= +iyah, 
ein, so hat man als Ersatz der beiden diesbeziiglichen Di 
rentialgleichungen: 
Beispiele von Anwendungen der letzteren Gleichungsfo 


hoffe ich in einer künftigen Arbeit angeben zu können. 

Warschau, im November 1907. ae 
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